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(a) Ett system beskrivs av sambandet

dér
G(s) =
() s+«
och B # 0. Antag att insignalen &r ett steg med amplituden wug.
Beskriv y(t) da t — oc. (3p)

(b) Betrakta de fyra éverforingsfunktionerna nedan.

4 1
Gi(s) = ——53 G2s)=7""+3
(s +2)? (s+1)?
1 4(s+1)
G3(8> = 72 G4(8) = 2
st (5+2)
I figur 1 visas amplitudkurvorna for dessa Overforingsfunktioner.
Kombinera kurvorna med 6verféringsfunktionerna. (4p)
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Figur 1: Amplitudkurvor till uppgift 1 b.



(c¢) Ett mekaniskt system bestder av en massa och en fjider. Massan
ror sig pa ett plan och rorelsen beskrivs av differentialekvationen

mij(t) = u(t) — fy(t) — ky()

dar wu(t) ar kraften som verkar pa massan och y(t) 4r massans
position. m, f och k betecknar massa, friktionskoefficient respek-
tive fjaderkonstant. Infor tillstandsvariablerna x1(t) = y(¢) och
x2(t) = y(t) och stéll upp modellen pa tillstindsform. Antag att
m =k =1 och f =0.2. Ange absolutbelopp och relativ ddmpning
for modellens poler. (3p)



2. Ett mekaniskt system beskrivs med modellen

dar

enligt figur 2.

e
—> F(s) = G(s)

\J

Figur 2: Reglersystem

F(s) &ar en (approximativ) PD-aterkoppling med éverforingsfunktionen

S

F(s)= Kp+ K
() = Kp+ Kpi =

dér koefficienten T' > 0 anvéinds for att gora PD-aterkopplingen realiser-
bar i praktiken.

(a) Ange det aterkopplade systemets karakteristiska ekvation. (2p)

(b) Antag att T = 0. Bestdm koefficienterna Kp och Kp sa att det
aterkopplade systemets poler placeras i —2. (3p)



(c) Antag nu att de koefficienter som bestdmdes ovan anvinds i fallet

Imaginary Axis (seconds'l)

att 7' > 0. For att analysera hur det det aterkopplade systemets
egenskaper beror av T kan man nu anvanda rotortsmetoden. Infor
a = 1/T och skriv den karakteristiska ekvationen péa formen

P(s)+aQ(s) =0

Ange P(s) och Q(s). (1p)
Figur 3 visar hur det aterkopplade systemets poler forflyttar sig
som funktion av a for 0 < a < oo (och dédrmed som funktion av T').
Kan det aterkopplade systemet bli instabilt fér nagot viarde pa T’
(0 < T < 00))? Hur beter sig det aterkopplade systemets poler for

sma respektive stora viarden pa T'? (4p)
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Figur 3: Rotort



3. (a) Betrakta systemet i figur 4.

(st+1) (sB+1)

Figur 4: Blockschema till uppgift 3.a.

For att bestdmma koefficienterna ¢ och 8 later vi insignalen u vara
en sinussignal med amplituden ett. I figur 5 visas signalerna u, y och
z. Bestdm koefficienterna c och . (4p)

Figur 5: Signaler till uppgift 3 a. Tidsskala sekunder.



(b) Ett system beskrivs med modellen

dér
G(s) = —>
Systemet styrs med aterkoppling enligt figur 6 dar

1 1
F(s) = K- TDS + ‘7'13+
Bps+1 Trs+7

e
—> F(s) = G(s)

\J

Figur 6: Reglersystem

I figur 7 visas stegsvaret for det aterkopplade systemet for fyra olika
varianter av 6verféringsfunktionen F'(s). Kombinera stegsvaren med

de olika alternativen pa F'(s).

0.65s +1 3s+1

0.6-0.655s+1 3s
0.65s+1 3s+1

0.6-0.655s+1 3s-+0.1
. 1 1
F(s) = 0.75- 0.65s + 35 +

0.6-0.655+1 3s+0.1
0.65s+1 3s+1

0.6-0.655s+1 3s

F(s)=0.75-

F(s)=15-

F(s)=1.5-

(4p)

(c) Betrakta ater systemet ovan och antag att det styrs enligt figur 6

dar i detta fall
F(s)=K

Bestdm K sé att kénslighetsfunktionens absolutbelopp vid w = 0

blir mindre 4n 0.01.

(3p)
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4. (a)

En férenklad beskrivning av ett system for reglering av vattennivan
i en damm ges av figur 8.

v, Storning
Ventil Ledning Damm
u q y
kV \% q D kD
Insignal| st +1 |Flode Flode st 1 Niva

Figur 8: Dammsystem

Antag att inverkan av ledningen férsummas, d v s ¢(t) = qy(t) =
gp(t). Verifiera att systemet med hjilp av tillstandsvariablerna x;(t) =
y(t) och z2(t) = q(t) kan beskrivas pa tillstandsform som

_1 kb 0 kp
(1) = ( o0 A ) w(t)+<kv> WH(%’) (t) () = (1 0)z(t)

v v

(2p)
Satt ky = 5,7v = 1,kp = 2,7p = 3 och antag att man kan méta
bade flode och dammniva. Bestdm en tillstandsaterkoppling sadan
att det aterkopplade systemets poler placeras i —«. Skissa hur ater-
kopplingskoefficienterna beror av a. (5p)

Antag att referenssignalen &r noll, d v s 7(t) = 0, och att systemet
paverkas av en konstant storning, d v s v(t) = vp. Vad blir nivan
y(t) i stationért tillstand? Tips: Gor berdkningen med allmént Iy
och Iy och sitt in de berdknade virdena pa slutet. (3p)



5. Betrakta ett reglersystem paverkat av bade system- och métstorning.
Systemet beskrivs av

Z(s) = SilU(s)—FV(s)

dér V (s) betecknar systemstorningen. Systemet styrs med den propor-
tionella aterkopplingen

U(s) = K(R(s) = (Z(s) + N(s)))
dar K > 0 och N(s) betecknar en métstérning. Reglersystemet visas i
laroboken i figur 6.3, men i vart fall géller att F,.(s) = Fy(s) = F(s) = K.
(a) Antag att v(t) = 0 och bestam sambandet mellan utsignalen Z,
referenssignalen R och métstérningen V. (1p)

(b) Skissa amplitudkurvan for kénslighetsfunktionen S(s) och verifiera
att aterkopplingen alltid gor nytta i den meningen att kanslighets-
funktionens absolutbelopp alltid 4r mindre an ett. (2p)

(c) Skissa amplitudkurvan fér den komplementira kénslighetsfunktio-
nen 7T'(s) och bestam for vilka K och w som

| T(iw) | <[ S(iw) |

(3p)

(d) Antag att referenssignalen ar r(t) = sint¢ och att métstorningen ges
av n(t) = sinw;t, samt att v(t) = 0. Antag vidare att vi kréver att
forstarkningen fran r(t) respektive n(t) till e(t), dar e(t) = r(t)—=z(t),
skall vara mindre &n 0.1 for bada signalerna. Vilket krav pa mét-
storningens frekvens wy ger detta? (4p)
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1.

(a)

Losningar till tentamen i Reglerteknik TSRT?22

Tentamensdatum: 2019-01-09
Svante Gunnarsson

Systemet G(s) ar insignal-utsignalstabilt for o > 0. Det innebér att stegsvaret y(t) gar mot
ett slutvirde endast da a > 0. For o > 0 géller slutvirdesteoremet

lim y(t) = lim s b @:@
t—00 s—0 s+ o s «

Om « < 0 sa foljer det att |y(t)] — oo d& t — oo.

Samtliga system har tva poler och statisk forstarkning 1.

G4(s) har tva poler i —2 samt ett nollstélle i —1, vilket innebér att amplitudkurvan kommer
att borja luta “uppat” omkring w = 1 for att sedan borja luta “nedéat” efter w = 2. Saledes

G3(s) har ett komplexkonjugerat polpar i —% + % Detta innebér att amplitudkurvan har en
resonanstopp, och den enda amplitudkurvan som uppfyller detta krav ar B. Sdledes G3(s) = B.

G1(s) och Ga(s) har samma principiella form eftersom de har samma antal poler och nollstéllen,
endast reella dubbelpoler och samma stationédra forstarkning. Dock kommer G1(s) ha storre
bandbredd &n Gs(s) eftersom G1(s) har sina poler lingre in i vénster halvplan dn Ga(s).
Hogre bandbredd betyder att amplitudkurvan bryter av forst vid hogre frekvenser. Saledes &r
G1(s) =D och Go(s) = C.

Systemet &r mgi(t) = u(t) — fy(t) — ky(t). Tillstanden

1 Yy
z2(t) = y(?)
har ddrmed derivatorna
.’i’,'l (t) = X2 (t)

Ba(t) = - (u(t) ~ faa(t) — kaa(1)

som kan skrivas pa formen
(20 = (e —) C20) = ()0
o=t 0 ()
Med virdena m = k =1 och f = 0.2 insatta far vi systemet
() = (5 o) () + (2)uo
=00 ()

For att ta fram absolutbeloppet och den relativa ddmpningen fér modellens poler behéver vi
den karakteristiska ekvationen, vilken fas via

det(A — A) =0

vilket ger
s24+0.25+1

Sidan 37 i Glad&Ljung ger sedan absolutbeloppet wg = 1 och den relativa ddmpningen ¢ = 0.1.

1 Ver: 15 januari 2019



2.

(a)

Det aterkopplade systemets karakteristiska ekvation fas via 6verforingsfunktionen

_ F(s)G(s)
Gols) = 14+ F(s)G(s)
vilket med 1
s
G(s) = 2 F(s)=K,+ Kdﬁ
ger

s(K,T + Kq) + K,

Gels) = STy oK, T + Ka) 1 K,

Den karakteristiska ekvationen ar siledes
Ts® + 82 +s(TK, + Kg) + K, =0
om T # 0 och
s+ sKi+ K, =0
om T = 0.

Ifall systemets poler ska vara placerade i -2 om T = 0 sa ska den karakteristiska ekvationen
for systemet vara (s +2)? = s? +4s+4 =0. K4 och K, i (??) kan dirmed enkelt identifieras
som Kq =4 och K, = 4.

Med o = 1/T fas den karakteristiska ekvationen

3 +as® +(4+4a)s+4a =0
o83 tas+a(s? +4s+4) =0

vilket innebar

P(s) = 8% 4+ 4s = s(s*> +4) = s(s — 2i)(s + 2i)
Q(s) =8> +4s+4=(s+2)(s+2)

For sma virden pa «, d v s stort T har det aterkopplade systemet tva daligt ddmpade kom-
plexkonjugerade poler samt en reell pol nidra origo. For okande «, d v s minskande T ror sig
de komplexkonjugerade polerna allt battre ddmpade och mots pa reella realaxeln. Déarefter ror
sig en utmed negativa realaxeln mot —oo och en ror sig mot (den dubbla) slutpunkten —2.
Polen som startar i origo gar at vénster utmed negativa realaxeln mot slutpunkten i —2. Fallet
nar o — oo motsvarar alltsa situationen da T' = 0. Det aterkopplade systemet &r stabilt for
alla 0 < a < co. Det dr oscillativt for sma virden pa «, d v s stora virden pa 7.

2 Ver: 15 januari 2019



3.

(a)

Ur figuren fas
c

Z(s) = BT lY(s)

For en given signal y(t) = Asin(wt) si ges utsignalen (efter transienter) av

c
Bwi+1

2(t) = A‘ ’ sin (wt — arctan(ﬁ))

Ur figuren avléses amplituden och vinkelfrekvensen for y(t) till A =4 och w = 1rad/s och for
z(t) avldses amplituden 2.75 och fasforskjutningen —0.8rad. (Observera att man alltsd inte
behéver gora nagon avldsning i den 6vre plotten!) Detta ger foljande ekvationer:

4 c
p?+1
—arctan(f) = —0.8

=2.75

med 16sning 5 ~ 1 och ¢ ~ 1.

Den angivna overféringsfunktionen ar en lead-lag-aterkoppling med 7p = 0.65,5 = 0.6 och
71 = 3 samt nagra olika virden pa K och ~. Fran stegsvaren kan man se att varken A
eller D har nigot stationirt fel till skillnad frain B och C. Overféringsfunktionerna (1) och
(4) har en lag-del dér y-parametern ar 0 vilket innebér att inget stationért fel fas om dessa
regulatorer anvinds pa det givna systemet. Darfor maste stegsvar A och D hoéra ihop med
regulatorerna (1) och (4). Den enda skillnaden mellan regulator (1) och (4) ar K. Storre véarde
pa K innebéar ett snabbare system, men ocksa storre 6verslang. av amplitudkurvan vilket ger
en storre bandbredd hos det slutna Av stegsvaren A och D &r det A som har kortast stigtid
och av 6verforingsfunktionerna (1) och (4) ar det (4) som har storst K-virde. Saledes hor A
ihop med (4) medan D hér ihop med (1).

Kvar att para ihop ar nu stegsvar B och C samt regulatorerna (2) och (3). Jamfors uttrycken
for de tva regulatorerna ser man aterigen att endast K skiljer sig at. Séledes ska stegsvar C,
med kortast stigtid, paras ihop med regulator (2), med stoérst K-virde, och B med (3).

Svar: (1)-D, (2)-C, (3)-B, (4)-A

Kénslighetsfunktionen ges av

1 1 o (s+1)? (s+1)2

TIHFG)GE) 1+ 2K 5+1)2 5K P42+ 145K

S(s)

Absolutbeloppet av kanslighetsfunktionen vid w = 0 ges da av

1
SO =5 +5K
Det givna kravet ger att
0.01
15K ©

vilket ger K > 99/5 = 20.

3 Ver: 15 januari 2019



(a) Modellen med insatta koefficientvirden ges av
#(t) = Axz(t)+ Bul(t)
y(t) = Cux(t)

A(_t/?’ 2_/f’> B(g) C=(10)

Polerna ges av karaktéristiska ekvationen det(sI — A) =0,d v s

det(sI — A) det( ‘9+01/3 S_i/i’ > =(s+1/3)(s+1)=0

med matriserna

Svar: Poler i s = —1/3 och s = —1.
Tillstandsaterkopplingen
u(t) = —Lax(t) + r(t)
ger
#(t) = (A — BL)x(t) + Br(t)
med den karakteristiska ekvationen
s+1/3 —2/3

det(sI — A+ BL) = det ( 51, s+ 145

) - (s+1/3)(s+1+5z2)+1—;zl -

4 1
=524+ (g +5l3)s + g(l + 5lz + 1011)

Aterkoppling som placerar polerna i —a motsvarar en karakteristisk ekvation
(s+a)?=s*+2as+a®>=0

vilket ger ekvationerna

4
g + 5l2 = 2«
och 1
g(l + 5ly 4+ 100;) = o?
Ur dessa ekvationer kan [; och l5 16sas ut och 16sningarna blir
1
I =0.3(a — §)2
2

(b) Det aterkopplade systemet ges av

(28) N <_5:1)l’1 -1 % 512> (28) + (g) r(t) + (%) o(t)  y(t) = (1 0)x(t)
)

For v(t) = vy géller i stationart tillstdnd att i (¢) = @2(t) = 0, vilket ger
xl(t) = 2!1)2 (t) + 2’[)()

och
(1 + 512)$2(t) = —5111}1 (t)
Detta ger
ralt) = T2k (1)
2 1 + 5l9 !
vilket insatt i den forsta ekvationen ger
1014
Hl+——)=2
B (001 + ) = 2
1+51
y(t) = z1(t) :

AT M
Med Iy och I enligt ovan fas att i stationért tillstdnd ges y(¢) av

6or—1 2
y(t) = 3

32 30
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2(5) = 5 K(R(s) — (2(5) + N(3))) =
K K
Z(s) = mﬁ«(s) - mN(S) = Ge(s)R(s) = T(s)N(s)

dér vi definierar kanslighetsfunktionen och komplementéira kénslighetsfunktionen

K

s+1+ K
K

s+1+ K

G.(s) =
T(s) =

s+1
Se)=1-T6)= 737 x

iw+1 B V1+ w?
iw+1+K (1+ K)? 4 w?

Figur 1 visar hur amplitudkurvan ser ut da K = 1.

1S(iw)| =

<1Vw, K >0

Bode Diagram

Magnitude (dB)
)

-6 ,
10 10 10 10
Frequency (rad/sec)

Figur 1: Amplitudkurvan for kdnslighetsfunktionen da K =1

“ (T(iw)] = [ \— .
T K| T SO R et
| K Viv?
Tl <Pl = g e < Jaror T o

K< V14 w?

For att detta ska gélla for alla w kravs alltsd K < 1. Figur 2 visar hur amplitudkurvan ser ut
da K = 1.

(d) Felet ar
E(s) = R(s) — Z(s) = R(s) = T(s)R(s) = T(s)N(s) = S(s)R(s) = T(s)N(s)
Vi borjar med att se till att forstdrkningen fran referenssignalen till felet &r mindre &n 0.1

15(iw) s < 0.1

V1412
(1+K)2+12
K >+v199 -1~ 13.11

<0.1
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Bode Diagram

—10F

Magnitude (dB)

4 & & &

S & S ]
T

|
w
a

a0l

45 -1 0 ! 2
10 10’ 10 10
Frequency (rad/sec)

Figur 2: Amplitudkurvan fér komplementéra kénslighetsfunktionen da K =1

Kravet pa ddmpning av bruset kan ses som att

T (iw)|w=w, < 0.1
K
(1+ K)? + wf
wi > /100K2 — (1 + K)?

< 0.1
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