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1. En del av en strömförande krets best̊ar av en tunn metallfolie som skurits till i form
av en plan halvcirkel med innerradia a och ytterradie b. Längs halvcirkeln g̊ar det en
ytströmtäthet JS(R) = J0/R φ̂ där J0 är en konstant, R radien i cylinderkoordinater
och φ̂ den vanliga enhetsvektorn associerad med vinkeln i cylinderkoordinater. Hela
delen ligger i xy-planet. Se figur nedan.
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(a) Beräkna bidraget till den magnetiska vektorpotentialen, A, i origo fr̊an den halv-
cirkelformade delen. (2p)

(b) Beräkna bidraget till den magnetiska flödestätheten, B, i origo fr̊an den halvcir-
kelformade delen. (2p)

2. En sfärisk kondensator best̊ar av ett inre sfäriskt skal av metall med ytterradie a och
ett koncentriskt yttre sfäriskt skal av metall med innerradie b > a. Omr̊adet mellan
de sfäriska skalen är fyllt med ett inhomogent dielektrikum med ledningsförm̊ag σ = 0
och relativ dielektricitetskonstant εr = α r där α är en konstant och r är avst̊andet
till de sfäriska skalens gemensamma centrum. Beräkna hur stort arbete som g̊ar åt för
att ladda upp kondensatorn till spänningsskillnaden U mellan de sfäriska skalen om
kondensatorn är oladdad fr̊an början. (4p)

3. En cirkulär ring gjord av en tunn ledande tr̊ad faller fritt, med sitt plan horisontellt, i
ett radiellt magnetfält. Ringens massa är m, dess resistans är RΩ och dess radie är R0.
Den radiella magnetiska flödestätheten är B0 p̊a ringens radie. Dvs om z-axeln väljs
vertikal upp̊at och genom ringens centrum blir ringens normalriktning ẑ, magnetfältet
B = B0R̂ vid tr̊aden och gravitationen g i negativ ẑ-riktning. Tr̊adens radie antas vara
mycket mindre än ringens radie. Beräkna ringens jämviktshastighet. (4p)



4. Figuren nedan illustrerar tvärsnittet av en oändligt l̊ang laddningsfördelning med cirku-
lärt tvärsnitt som har ett oändligt l̊angt coaxiellt h̊al med cirkulärt tvärsnitt. Cylinderns
radie är 3a. Det coaxiella h̊alets radie är a och dess symmetrilinje är p̊a avst̊andet a
fr̊an laddningstäthetens symmetrilinje. Laddningstätheten ρ är homogen. S̊aväl i h̊alet
som utanför är det luft som ur elektriskt avseende kan betraktas som vakuum.
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Beräkna elektriska fältstyrkan för varje punkt inuti det l̊anga h̊alet. (4p)

5. Om man vill uppn̊a höga fältstyrkor med hjälp av permanentmagneter tvingas man
använda exklusiva magnetiska material, som är b̊ade sv̊ara att bearbeta och dyra.
Av ekonomiska skäl väljer man därför vanligtvis en design där man använder minsta
möjliga mängd av det exklusiva magnetiska materialet, i enklast tänkbara form, och
leder sedan det magnetiska flödet genom magnetiska polskor av ett billigare material,
med hög relativ permeabilitet µr, till det önskade luftgapet. Se figur nedan. Antag att
man vill ha ett luftgap med längd ll = 0,5 cm, tvärsnittsarea Sl = 4,0 cm2 och magnetisk
flödestäthet Bl = 1,2 T. Vi gör de vanliga approximationerna för magnetiska kretsar
och antar dessutom för enkelhets skull att µr � 1 i polskorna s̊a att

∫
Hp · dl längs

de b̊ada polskorna kan försummas i förh̊allande till
∫
H l · dl = Hlll längs luftgapet.

Beräkna längden lm och arean Sm av det exklusiva magnetiska materialet s̊a att dess
volym lmSm minimeras. Det exklusiva magnetiska materialets egenskaper beskrivs av
tabellen nedan.

Hm [kA/m] 0 -20 -30 -35 -40 -45 -50 -60 -63
Bm [T] 1,11 1,09 1,08 1,04 0,98 0,88 0,74 0,31 0

Bm

Hm

lm
Sm

Bl, H l, ll, Sl

µr � 1

µr � 1

(4p)

Lycka till!



FORMELBLAD TILL Y-LINJENS KURS I
ELEKTROMAGNETISM.

Maxwells ekvationer:

∇ ·D = ρ , ∇× E = −∂B

∂t
, ∇ · B = 0 , ∇× H = J +

∂D

∂t

D = ε0E + P , ∇ · P = −ρp , P · n̂ = ρsp , Poyntingvektor: P = E× H

B = µ0

(
H + M

)
, ∇×M = Jm , M× n̂ = Jsm

Potential och E-fält fr̊an elektriskt dipolmoment.

V =
p cos θ

4πε0 r2
, E =

p

4πε0 r3

(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)

Vektorpotential och B-fält fr̊an magnetiskt dipolmoment.

A =
µ0 m× r̂

4πr2
, B =

µ0m

4πr3

(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)

Kraftmoment: T = r× F , T = m× B

Elektromotorisk kraft: ε =
∮
C

(
v× B

)
· dl +

∫
S

(
−∂B

∂t

)
· dS = −dΦ

dt



N̊agra vanliga integraler:

∫ dx

(x2 + a2)1/2
= ln(x+ (x2 + a2)1/2) ;

∫ dx

(x2 + a2)3/2
=

x

a2(x2 + a2)1/2

∫ x2dx

(x2 + a2)1/2
=
x

2
(x2 + a2)1/2 − a2

2
ln(x+ (x2 + a2)1/2) ;

∫ dx

x2 + a2
=

1

a
arctan(

x

a
)

∫ x2dx

(x2 + a2)3/2
=

−x
(x2 + a2)1/2

+ ln(x+ (x2 + a2)1/2) ;
∫ x2dx

x2 + a2
= x− a arctan(

x

a
)

∫ x3dx

(x2 + a2)3/2
= 2 (x2 + a2)1/2 − x2

(x2 + a2)1/2

N̊agra användbara vektoridentiteter (V och f är skalära funktioner):

A · (B× C) = B · (C× A) = C · (A× B) A× (B× C) = B (A · C)− C (A · B)

∇(fV ) = f ∇V + V ∇f ∇ · (fA) = f ∇ · A + A · ∇f

∇× (f A) = f ∇× A +∇f × A ∇ · (A× B) = B · (∇× A)− A · (∇× B)

∇ · (∇V ) = ∇2V ∇× (∇V ) = 0

∇× (∇× A) = ∇(∇ · A)−∇2A ∇ · (∇× A) = 0

Gradient, divergens, rotation och Laplace-operator i olika koordinatsystem (V är en skalär
funktion).

Cartesiska koordinater (x,y,z):

∇V =
∂V

∂x
x̂+
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∂y
ŷ +

∂V
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ẑ

∇ · A =
∂Ax
∂x

+
∂Ay
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+
∂Az
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∇× A =

[
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z

]
x̂+

[
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x

]
ŷ +

[
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

]
ẑ

∇2V =
∂2V

∂x2
+
∂2V

∂y2
+
∂2V

∂z2



Cylindriska koordinater (R,φ,z):

∇V =
∂V

∂R
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∇ · A =
1

R
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R
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+
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∇× A =

[
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R
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]
R̂ +

[
∂AR
∂z
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R

[
∂
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∇2V =
1

R

∂

∂R

(
R
∂V

∂R

)
+

1

R2

∂2V

∂φ2
+
∂2V

∂z2

Sfäriska koordinater (r,θ,φ):

∇V =
∂V

∂r
r̂ +

1

r

∂V

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂V

∂φ
φ̂

∇ · A =
1

r2

∂

∂r

(
r2Ar

)
+

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ Aθ) +

1

r sin θ

∂Aφ
∂φ

∇× A =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(sin θ Aφ)− ∂Aθ

∂φ

]
r̂ +

1

r

[
1

sin θ

∂Ar
∂φ
− ∂

∂r
(r Aφ)

]
θ̂ +

1

r

[
∂

∂r
(r Aθ)−

∂Ar
∂θ

]
φ̂

∇2V =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂V

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂V

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2V

∂φ2


