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1. Betrakta tv̊a ledande sfärer med radie a1 respektive a2, (a2 > a1), som är sammanbund-
na med en tunn ledande tr̊ad. Avst̊andet mellan sfärerna är mycket stort jämfört med
a2. D̊a kan laddningen anses vara sfäriskt symmetriskt fördelad p̊a respektive ledande
sfär. Totala laddningen p̊a de tv̊a sfärerna är Q.

a2 a1

Q2

Q1

(a) Beräkna laddningarna Q1 och Q2, (Q = Q1 + Q2), som ligger p̊a respektive sfär.
(3p)

(b) Beräkna elektriska fältstyrkan E1 och E2 precis utanför respektive sfär. (1p)

2. Mediet mellan tv̊a mycket l̊anga koaxiella cylindriska metallskal har en ledningsförm̊aga
σ som är konstant i rummet. Mediets relativa dielektricitetskonstant εr varierar dock
med avst̊andet fr̊an cylinderaxeln R enligt εr = αR, där α är en konstant. Den inre
cylindern har radie a och den yttre radie b. Cylindrarnas längd är ` med ` � b. Den
inre cylindern h̊alls p̊a en potential V0 > 0 relativt den yttre.

(a) Beräkna den totala fria laddningen Qa som ligger p̊a den inre cylindern. (2p)

(b) Beräkna resistansen, RΩ, mellan cylindrarna. (2p)

3. Sök ett uttryck för den elektromotoriska spänning som induceras i slingan i nedanst̊a-
ende figur.
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Slingan utgörs av en halv kvadrat med sidolängd a. B̊ade slingan och den oändliga räta
ledaren ligger i papprets plan. Slingan avlägsnar sig fr̊an ledaren med den konstanta
hastigheten v. Rörelsen sker hela tiden i papprets plan. Vid t = 0 sammanföll den halva
kvadratens undre kant med ledaren. Den oändliga räta ledaren för en tidsoberoende
ström I. B̊ade strömmen och den sökta elektromotoriska spänningen räknas positiva i
de riktningar som angetts i figuren. (4p)



4. En punktladdning q1 befinner sig p̊a avst̊andet z1 fr̊an centrum p̊a ett sfäriskt metall-
skal. Metallskalet är jordat och har radien a. För att beräkna hur den inducerade
laddningen fördelar sig p̊a metallskalet är det lämpligt att använda spegelladdnings-
metoden. Man tänker sig d̊a att man ersätter metallskalet med en punktladdning q2,
som av symmetriskäl m̊aste ligga p̊a en linje mellan laddningen q1 och skalets centrum.
Avst̊andet fr̊an skalets centrum till laddningen q2 kallar vi för z2.

a
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(a) Visa nu att valet: q2 = −q1a/z1 och z2 = a2/z1 gör att potentialen blir noll överallt
p̊a ett matematiskt sfäriskt skal med radien a och centrum där det borttagna
metallskalet hade sitt centrum. (3p)

(b) Beräkna kraften mellan q1 och metallskalet. Ange även om den blir attraktiv eller
repulsiv. (1p)

5. En permanentmagnet i form av en sfär, med radie a, har en magnetisering

M = M0(a− r)ẑ.

M0 är en konstant och r är avst̊andet till sfärens centrum. Beräkna magnetiska flödes-
tätheten B i sfärens centrum. (4p)
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Lycka till!



FORMELBLAD TILL Y-LINJENS KURS I
ELEKTROMAGNETISM.

Maxwells ekvationer:

∇ ·D = ρ , ∇× E = −∂B

∂t
, ∇ · B = 0 , ∇× H = J +

∂D

∂t

D = ε0E + P , ∇ · P = −ρp , P · n̂ = ρsp , Poyntingvektor: P = E× H

B = µ0

(
H + M

)
, ∇×M = Jm , M× n̂ = Jsm

Potential och E-fält fr̊an elektriskt dipolmoment.

V =
p cos θ

4πε0 r2
, E =

p

4πε0 r3

(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)

Vektorpotential och B-fält fr̊an magnetiskt dipolmoment.

A =
µ0 m× r̂

4πr2
, B =

µ0m

4πr3

(
2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

)

Kraftmoment: T = r× F , T = m× B

Elektromotorisk kraft: ε =
∮
C

(
v× B

)
· dl +

∫
S

(
−∂B

∂t

)
· dS = −dΦ

dt



N̊agra vanliga integraler:

∫ dx

(x2 + a2)1/2
= ln(x+ (x2 + a2)1/2) ;

∫ dx

(x2 + a2)3/2
=

x

a2(x2 + a2)1/2

∫ x2dx

(x2 + a2)1/2
=
x

2
(x2 + a2)1/2 − a2

2
ln(x+ (x2 + a2)1/2) ;

∫ dx

x2 + a2
=

1

a
arctan(

x

a
)

∫ x2dx

(x2 + a2)3/2
=

−x
(x2 + a2)1/2

+ ln(x+ (x2 + a2)1/2) ;
∫ x2dx

x2 + a2
= x− a arctan(

x

a
)

∫ x3dx

(x2 + a2)3/2
= 2 (x2 + a2)1/2 − x2

(x2 + a2)1/2

N̊agra användbara vektoridentiteter (V och f är skalära funktioner):

A · (B× C) = B · (C× A) = C · (A× B) A× (B× C) = B (A · C)− C (A · B)

∇(fV ) = f ∇V + V ∇f ∇ · (fA) = f ∇ · A + A · ∇f

∇× (f A) = f ∇× A +∇f × A ∇ · (A× B) = B · (∇× A)− A · (∇× B)

∇ · (∇V ) = ∇2V ∇× (∇V ) = 0

∇× (∇× A) = ∇(∇ · A)−∇2A ∇ · (∇× A) = 0

Gradient, divergens, rotation och Laplace-operator i olika koordinatsystem (V är en skalär
funktion).

Cartesiska koordinater (x,y,z):

∇V =
∂V

∂x
x̂+

∂V

∂y
ŷ +

∂V

∂z
ẑ

∇ · A =
∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

∇× A =

[
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z

]
x̂+

[
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x

]
ŷ +

[
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

]
ẑ

∇2V =
∂2V

∂x2
+
∂2V

∂y2
+
∂2V

∂z2



Cylindriska koordinater (R,φ,z):

∇V =
∂V

∂R
R̂ +

1

R

∂V

∂φ
φ̂+

∂V

∂z
ẑ

∇ · A =
1

R

∂

∂R
(RAR) +

1

R

∂Aφ
∂φ

+
∂Az
∂z

∇× A =

[
1

R

∂Az
∂φ
− ∂Aφ

∂z

]
R̂ +

[
∂AR
∂z
− ∂Az

∂R

]
φ̂+

1

R

[
∂

∂R
(RAφ)− ∂AR

∂φ

]
ẑ

∇2V =
1

R

∂

∂R

(
R
∂V

∂R

)
+

1

R2

∂2V

∂φ2
+
∂2V

∂z2

Sfäriska koordinater (r,θ,φ):

∇V =
∂V

∂r
r̂ +

1

r

∂V

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂V

∂φ
φ̂

∇ · A =
1

r2

∂

∂r

(
r2Ar

)
+

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ Aθ) +

1

r sin θ

∂Aφ
∂φ

∇× A =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(sin θ Aφ)− ∂Aθ

∂φ

]
r̂ +

1

r

[
1

sin θ

∂Ar
∂φ
− ∂

∂r
(r Aφ)

]
θ̂ +

1

r

[
∂

∂r
(r Aθ)−

∂Ar
∂θ

]
φ̂

∇2V =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂V

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂V

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2V

∂φ2


