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1. En av ledarna i en 10kV trefas luftledning har gatt av och ligger déarfér pa marken. Vi
ar intresserade av om det ar farligt att ga néra den nedfallna ledningen. For att berékna
det gor vi foljande antaganden och idealiseringar. Antag att den nedfallna ledningen
ligger rak och har kontakt med marken pa en striacka av L = 10m. Antag att det gar
en strom med effektivvirdet I = 500 A ut i jorden fran den nedfallna ledningen. Antag
att stromtiatheten i marken néra ledningen fordelar sig ”cylinder symmetriskt” i en
halveylinder runt den nedfallna ledaren. Vidare antar vi att jordens ledningsformaga
ar o = 0,01 (Qm)~!. Berdkna effektivvirdet av spinningen mellan fétterna om man
star med ena foten a = 1 m fran ledaren och med den andra b = 2m fran ledaren. (4 p)
Annmdrkning: 10kV dr en lag spanning for att vara en hogspdnningsledning och
anvands i elndten pa korta avstand ndra sma konsumenter av el. Den vanligaste typen
1 Sverige ar pa 110 kV.

2. En sfirisk kondensator bestar av ett inre sfiariskt skal av metall med ytterradie a och
ett koncentriskt yttre sfiriskt skal av metall med innerradie b > a. Omradet mellan
de sfériska skalen &r fyllt med ett inhomogent dielektrikum med ledningsférmag o = 0
och relativ dielektricitetskonstant €, = a/r déar « &r en konstant och r &r avstandet
till de sfiriska skalens gemensamma centrum. Beridkna hur stort arbete som gar at for
att ladda upp kondensatorn till spdnningsskillnaden U mellan de sfiriska skalen om
kondensatorn ar oladdad fran borjan. (4p)



3. Figuren nedan visar en kvadratisk slinga, sidlingd a, som rér sig med hastighet v = —vy
i riktning mot en oédndligt lang rét ledare. Ledaren gar lings z-axeln och for strommen
Iy i positiv z-riktning. Den rata ledaren och slingan ligger hela tiden i samma plan,
yz-planet.
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(a) Berdkna ett uttryck for den elektromotoriska kraft som induceras i slingan i det
ogonblick da dess undersida dr pa avstandet yo, (yo > 0), fran z-axeln. Elektro-
motoriska kraften definieras positiv moturs i figuren ovan. (2p)

(b) Slingan utgors av en ledare med total resistans Rg och massa m. Elektromotoriska
kraften kommer att driva en strom genom slingan, vilket medfor att vi far en
magnetisk kraft. Tyngdkraften &r —mgy. Berdkna hastigheten v sa att vi far
kraftjamvikt mellan magnetiska kraften och tyngdkraften i samma 6gonblick som
ovan. (Minsta lilla vridning av slingans plan ut ur yz-planet leder till magnetiska
krafter som &ven vill vrida slingan mer ut ur yz-planet. Den givna orienteringen
ar en labil jamvikt. Vi forutsétter dock att slingan pa nagot sétt tvingas vara kvar

i yz-planet.) (2p)

4. Betrakta en cirkulir ring med radie a som ligger i xy-planet med centrum i (0,0, 0)
i ett kartesiskt koordinatsystem, dér z-axeln dr symmetriaxel. Ringen har linjeladd-
ningstatheten p, = ppsin @, dar py &r en positiv konstant och diar ¢ ar den vanliga
vinkelkoordinaten, dvs (0 < ¢ < 27).

a) Berikna elektriska filtet, F, i filtpunkten (0,0, z) pa z-axeln. (2p)

Eftersom linjeladdningstétheten p, dr positiv i intervallet (0 < ¢ < 7) och negativ i
intervallet (7 < ¢ < 27) vantar man sig kanske intuitivt att ringen pa stora avstand
(|z| > a) ldngs z-axeln bor upplevas som en elektrisk dipol.

b) Om detta dr sant bestam ett uttryck for dipolmomentet fér motsvarande dipol.
Om detta inte &r sant motivera varfor detta ar fallet. (2p)



5. Maxwells ekvationer i vakuum har en mycket vacker symmetri:

V-E =0
— 0B
E = - —
V x T
V-B =0

— O

VXxXB = gypuo——.

oMo ot

Om man ersitter £ med B och B med —¢opoE overgar det forsta paret av ekvationer i

det andra paret av ekvationer. Denna symmetri mellan £ och B blir emellertid bruten
(forstord) av en laddningsterm i Gauss lag och en stromterm i Amperes lag:

— 1
V-E = —p,
€0
— 0B
VXxE = ————
. ot
V-B =0
_ _ oF
VX B = poJe+eopo—r

ot

Manga har begrundat fragan om varfér motsvarande kvantiteter ’saknas’ for ekvatio-

nerna V- B =0och V x E =—92 Antag att ekvationerna hade formen:
— 1
V-E = —pe (1)
€0
_ - 0B
VXE = —pyJm— — 2
X B Ho ot (2)
V-B = popm (3)

_ _ o))
VXxB = MOJe“i“EOﬂ'OE-

Da skulle p,, representera densiteten av magnetisk 'laddning’ och p. representera den-
siteten av elektrisk laddning. Analogt skulle J,, representera strommen av magnetisk
'laddning’ och J, representera strommen av elektrisk laddning.

a) Visa huruvida kontinuitetsekvationen:

Tt g
\Y% + o

galler i det magnetiska fallet. Jamfor med rdkningarna i det elektriska fallet. (1p)

Det har hiavdats att Maxwells ekvationer (1) — (4) med magnetisk laddning och strom
inkluderade, ar invarianta under en sa kallad dualitetstransformation:



E = FEcos(a)+ cBsin(a) (5)
¢B' = c¢Bcos(a) — Esin(a) (6)
cq, = cqecos(a) + g sin(a) (7)
¢, = qncos(a)— cq.sin(a) (8)
cpl, = cpecos(a) + pmsin(a) 9)
Prn = pmcos(a) — cpesin(a) (10)
¢J, = ¢Jocos(a) + Jpsin(a) (11)
J = Jncos(a) — cJ.sin(a) (12)

dir ¢ = 1/,/goitg och « #r en godtycklig rotationsvinkel i "E - B-rummet’. Detta
betyder att laddnigstédtheterna p. och p,, och strémtétheterna J. och J,, transformeras
pa samma sétt som laddningarna ¢, och g,,.

b) Verifiera om ekvationerna (1) och (2) &r invarianta under dualitetstransformatio-
nen, dvs om det ar sant att:

(3p)

Anmérkning: Sadan elektrisk/magnetisk dualitet har ett samband med Diracs studier
av magnetiska monopoler 1931, dar han visade kvantiseringsvillkoret:

Ge qm = 27hn
dér n dr ett heltal. Senare visade 't Hooft och Polyakov 1974 att magnetiska monopoler

verkligen existerar i varje storforenad teori (Grand Unified Theory, GUT). Begreppet
dualitet har numera mycket hog aktualitet inom teorin for superstrangar.

Lycka till!



FORMELBLAD TILL Y-LINJENS KURS 1

ELEKTROMAGNETISM.
Maxwells ekvationer:
V-D=p, VXE:—%]?, V-B=0, VxH=J+

Potential och E-filt fran elektriskt dipolmoment.

_ pcosf

= p ~ . A~
gk E = P (2 cosOr + sm@&)

Vektorpotential och B-filt fran magnetiskt dipolmoment.

& _ Mo X7 5 _ Hom
4mr2 7 43

(2 c089f+sin9é)

Kraftmoment: T =7 x F , T=mxB

Elektromotorisk kraft: ¢ = fC (V X E) -dH—/S (—8B> -dS d®



Nagra vanliga integraler:

dx _ 2 2\1/2 _ dx B x
/Cﬁ+aam_im$+@j+a) ) ’/@¥+ﬁﬁm_a%ﬁ+ﬂam

rdx T, o o a? dx 1 T
L e ¥ 2 4 2 2\1/2) . _t x
/($2+a2)1/2_2($ +a”) an(x+(x +a”) ),/x2+a2—aarctan(a)
r?dx —x r?dx x
— ] 2 2\1/2 /7 o =
/(x2+a2)3/2 (22 1 a2)1/2 +In(z + (2° +a”)"/?) ) e v an(a)
r3dx 9 a1 z?
e 2 =
/@¥+ﬂﬁﬂ_2@7+a> (22 + a2)1/2

Nagra anviandbara vektoridentiteter (V och f &r skaldra funktioner):
A-BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)

A x
V(fV)=fVV +VVf V.(fA)=fV-A
V

+A-Vf
Vx(fA) = fVXA+VfxA (AxB)=B-(VxA) —A-(VxB)
V- (VV) =V Vx (VV)=0
V x (VxA)=V(V-A) - VA V- (VxA)=0

Gradient, divergens, rotation och Laplace-operator i olika koordinatsystem (V' &r en skalér
funktion).

Cartesiska koordinater (z,y,z):

ov . oV . oV |

— O0A, 04, O0A,

VA= ox * oy + 0z
0A, 8Ay] . [an aAzl . [8Ay 8Ax] .
x+ - + — z

oy 0z 0z Ox Or Oy

a4 N 0*V N 0*V
C0z2 0 Oy 022

VXA:[

V2V



Cylindriska koordinater (R,p,z):

OV 4

10V -

ov |

Vv—ﬁﬁ’—l—ﬁ%qb—l—az

V-A:;(ﬁ%(RAR)Jr;%’? o

VXA_[J{zaaiz_aaéﬂR*l%—%ﬂ%; &(RA@-%?

v2V=1£% Rg‘];)+];gzg+‘§;

Sfariska koordinater (7,6,¢):

vv:?:”iaa‘e/éﬂ;neggé

V.A:le;r(7“2Ar)—i—TSine889(511[10149)4—T;ﬂg85;‘?5

VxA = r;ne ae(smeAqﬁ)—%ﬂmi Lnlw%ir_;a( aylis
 [2ea- %]




