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1. En h̊arn̊alsformad tunn ledares parallella skänklar är mycket l̊anga och befinner sig p̊a
avst̊andet 2a fr̊an varandra. (Se figur nedan.) Skänklarna är förenade av en halvcirkel-
formad del med centrum i origo. Hela ledaren befinner sig i xy-planet och för strömmen
I.
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(a) Beräkna bidraget till den magnetiska vektorpotentialen, A, i origo fr̊an den halv-
cirkelformade delen av h̊arn̊alen. (2p)

(b) Beräkna bidraget till den magnetiska flödestätheten, B, i origo fr̊an den halvcir-
kelformade delen av h̊arn̊alen. (2p)

2. En mycket l̊ang koaxialkabel best̊ar av en cylindrisk homogen innerledare med radien
a och en därmed koaxiell ytterledare med innerradie b och ytterradie c. Ledarnas mag-
netiska egenskaper beskrivs av relativa permeabiliteten µr. Omr̊adet mellan ledarna är
fyllt med en perfekt isolator, relativ permeabilitet µr = 1, ledningsförmåga σ = 0, med
relativ dielektricitetskonstant ǫr. I innerledaren g̊ar en ström I som leds tillbaka genom
ytterledaren. Strömmen antas vara jämt fördelad över respektive ledare.
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(a) Beräkna H-fältet för 0 < R < ∞. (1p)

(b) Beräkna magnetiseringsströmmarna i ledarna och p̊a ledarnas ytor. (3p)

3. Man är intresserad av att lägga s̊a hög spänning som möjligt över en mycket l̊ang
koaxialkabel. Koaxialkabelns innerledare har en radie a = 1mm och dess ytterledare
har en innerradie c = 30mm. Omr̊adet mellan ledarna är fr̊an början fyllt med luft
med genomslagsh̊allfastheten 3·106 V/m. För att höja den maximala spänningen lägger
man ett koaxiellt plexiglas skikt runt innerledaren s̊a att omr̊adet mellan radierna a

och b är fyllt med plexiglas. Plexiglas har relativa dielektricitetskonstanten ǫr = 3 och
genomslagsh̊allfastheten 20 · 106 V/m.

(a) Beräkna hur stor radien b ska vara för att man ska kunna lägga s̊a hög spänningen
som möjligt mellan koaxialkabelns ledare. (3p)

(b) Beräkna den maximala spänning. (1p)



4. Som bekant kan man visa att en möjlig fältbild i en rektangulär v̊agledare av en perfekt
metall är en sk TEmn-mod. TE st̊ar för transversell elektrisk och innebär att E-fältet
är vinkelrätt mot utbredningsriktningen. Indexen m och n är heltal större än eller lika
med noll, dock ej b̊ada noll. Väljer man specialfallet m = 1 och n = 0 f̊ar man i
omr̊adet 0 < x < a, 0 < y < b fältet

E = E0 sin
(

πx

a

)

sin (ωt − kzz) ŷ

om det är vakuum inuti v̊agledaren, det vill säga en v̊ag som utbreder sig i ẑ-riktningen
och vars E-fält bara har ŷ-komposant.
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ẑ

(a) Beräkna Pointing vektorn P i omr̊adet 0 < x < a, 0 < y < b för godtyckligt z.
Eventuella tidsoberoende bidrag till fält kan sättas till noll. (2p)

(b) Beräkna tidsmedelvärdet av P över en period i omr̊adet 0 < x < a, 0 < y < b för
godtyckligt z. (1p)

(c) Beräkna tidsmedelvärdet av effekten som transporteras genom v̊agledaren. (1p)



5. Figuren illustrerar ett vidsträckt jordat metallplan ovanför vilket en smal laddad stav
placerats. Staven har en konstant linjeladdningstäthet ρℓ (enhet C/m) och ligger längs
z-axeln med början i z = a och slut i z = b > a. Staven kommer att ge upphov till en
ytladdningstäthet ρS i metallplanet.
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(a) Beräkna ρS(R) som funktion av avst̊andet till z-axeln, R. (2p)

(b) Räkningen i (a)-uppgiften har vanligen gjorts för en punktladdning Q. Fr̊agan
är nu om du klarar att byta fysikalisk bild s̊a att du, utg̊aende fr̊an ditt svar p̊a
(a)-uppgiften, genom en varsam gränsöverg̊ang f̊ar b att g̊a mot a p̊a ett s̊adant
sätt att stavens totala laddning är Q. P̊a det sättet bör du allts̊a komma fram till
det vanliga uttrycket för ρS d̊a vi har en punktladdning Q p̊a anst̊andet a ovanför
ett vidsträckt metallplan. (2p)



FORMELBLAD TILL Y-LINJENS KURS I

ELEKTROMAGNETISM.

Maxwells ekvationer:

∇ ·D = ρ , ∇× E = −
∂B

∂t
, ∇ · B = 0 , ∇× H = J +

∂D

∂t

D = ε0E + P , ∇ · P = −ρp , P · n̂ = ρsp , Poyntingvektor: P = E× H

B = µ0

(

H+M
)

, ∇×M = Jm , M× n̂ = Jsm

Potential och E-fält fr̊an elektriskt dipolmoment.

V =
p cos θ

4πε0 r2
, E =

p

4πε0 r3

(

2 cos θ r̂ + sin θ θ̂
)

Vektorpotential och B-fält fr̊an magnetiskt dipolmoment.

A =
µ0 m× r̂

4πr2
, B =

µ0 m

4πr3

(

2 cos θ r̂ + sin θ θ̂
)

Kraftmoment: T = r× F , T = m× B

Elektromotorisk kraft: ε =
∮

C

(

v× B
)

· dl +
∫

S

(

−
∂B

∂t

)

· dS = −
dΦ

dt



N̊agra vanliga integraler:

∫

dx

(x2 + a2)1/2
= ln(x+ (x2 + a2)1/2) ;

∫

dx

(x2 + a2)3/2
=

x

a2(x2 + a2)1/2

∫

x2dx

(x2 + a2)1/2
=

x

2
(x2 + a2)1/2 −

a2

2
ln(x+ (x2 + a2)1/2) ;

∫

dx

x2 + a2
=

1

a
arctan(

x

a
)

∫

x2dx

(x2 + a2)3/2
=

−x

(x2 + a2)1/2
+ ln(x+ (x2 + a2)1/2) ;

∫

x2dx

x2 + a2
= x− a arctan(

x

a
)

∫

x3dx

(x2 + a2)3/2
= 2 (x2 + a2)1/2 −

x2

(x2 + a2)1/2

N̊agra användbara vektoridentiteter (V och f är skalära funktioner):

A · (B× C) = B · (C× A) = C · (A× B) A× (B× C) = B (A · C)− C (A · B)

∇(fV ) = f ∇V + V ∇f ∇ · (fA) = f ∇ · A+ A · ∇f

∇× (f A) = f ∇× A+∇f × A ∇ · (A× B) = B · (∇× A)− A · (∇× B)

∇ · (∇V ) = ∇2V ∇× (∇V ) = 0

∇× (∇× A) = ∇(∇ · A)−∇2A ∇ · (∇× A) = 0

Gradient, divergens, rotation och Laplace-operator i olika koordinatsystem (V är en skalär
funktion).

Cartesiska koordinater (x,y,z):

∇V =
∂V

∂x
x̂+

∂V

∂y
ŷ +

∂V

∂z
ẑ

∇ · A =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

∇× A =

[

∂Az

∂y
−

∂Ay

∂z

]

x̂+

[
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∂z
−

∂Az

∂x

]

ŷ +

[

∂Ay

∂x
−

∂Ax

∂y

]

ẑ

∇
2V =

∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2
+

∂2V

∂z2



Cylindriska koordinater (R,φ,z):

∇V =
∂V

∂R
R̂ +

1

R

∂V

∂φ
φ̂+

∂V

∂z
ẑ

∇ · A =
1

R

∂

∂R
(RAR) +

1

R

∂Aφ

∂φ
+

∂Az

∂z

∇× A =

[

1

R

∂Az

∂φ
−

∂Aφ

∂z

]

R̂ +

[

∂AR

∂z
−

∂Az

∂R

]

φ̂+
1

R

[

∂

∂R
(RAφ)−

∂AR

∂φ

]

ẑ

∇
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1

R

∂

∂R

(

R
∂V

∂R

)

+
1

R2

∂2V

∂φ2
+

∂2V

∂z2

Sfäriska koordinater (r,θ,φ):

∇V =
∂V

∂r
r̂ +

1

r

∂V

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂V

∂φ
φ̂

∇ · A =
1

r2
∂

∂r

(

r2 Ar

)

+
1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ Aθ) +

1

r sin θ

∂Aφ

∂φ

∇× A =
1

r sin θ

[

∂

∂θ
(sin θ Aφ)−

∂Aθ

∂φ

]

r̂ +
1

r

[

1

sin θ

∂Ar

∂φ
−

∂

∂r
(r Aφ)

]

θ̂ +

1

r

[

∂

∂r
(r Aθ)−

∂Ar

∂θ

]

φ̂

∇
2V =

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂V

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂V

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2V

∂φ2


