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TDPO15 Grunder i matematik och logik (2019)

Tentamen 2019-08-26

Examinator; Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestar av tva delar, del A och del B.

Del A bestér av 5 fragor a 3 poéng (totalt 15 podng). Dessa fragor testar din kunskap
om de grundliggande begrepp och procedurer som behandlas pa kursen. De kriver
endast korta svar, sisom en utrikning, en kort text eller ett diagram. Det kravs
minst 12 podng pd denna del for att del B ska rittas.

Del B bestér av 3 frdgor 4 6 podng (totalt 18 podng). Dessa fragor testar din kunskap
om kursens mera avancerade begrepp och procedurer samt din probleml6sningsfor-
madga. De kriiver utforliga redovisningar med korrekt notation och terminologi.
Fragorna i denna del 4r ordnade i stigande svarighetsgrad.

Betyget péd tentamen sétts enligt foljande schema:

0-11 0-6
podngidel A U 3
12-1 -1
° poéng i del B 73 4
14-18

Lycka till!




Del A
01  Logik och mangdiéra

a) Avgdr om foljande satser dr logiskt ekvivalenta. Anvind sanningsvérdestabeller.
Skriv en kolumn for varje delsats, &ven for de delsatser som du tycker &r triviala.

peq p—=aA(pV-q)

b) Avgor om foljande satser 4r tautologier, kontradiktioner eller ingendera.
D (p—=aA-q —q
i) (p—=q) A9 —p
¢) For mingderna A, B och C giller att
A={nelN|1<n<6} B={neA|nmod2=0} C=A\B
Avgér om foljande pastienden dr sanna eller falska.
i) AcB i) g eC

ii)y C=AUB iv) |B| = |C|
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02  Rekursion och induktion

a) En aritmetisk talfoljd beskrivs genom a; = 3 och d = 6.
i) Bestdm a,,.

ii) Bestim Y ;. ag.

b) Hir dr en geometrisk talfljd: 3, 6,12, ..
i) Bestdm ay,.

ii) Bestdm Z,lcgl A

c) Visa med hjilp av induktion att foljande géller for alla naturliga tal n > 0.
Redovisa utférligt (induktionsbas, induktionsantagande, induktionssteg)!

n
Y (2i) = n*+n
i=1

03 Talteori

a) Lista alla primtal upp till och med 75.
b) Vilken ménad har vi om 333 manader?

¢) Anvind Euklides’ algoritm for att finna storsta gemensamma delaren till talen
238 och 510. Visa att du kan utfora Euklides’ algoritm.
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04 Kombinatorik och sannolikhetsldra

Svara med ett konkret tal eller ett forenklat brak, inte med en formel!

a) Du drar kort fran en vanligt kortlek (52 kort). Hur ménga kort behdver du dra
for att vara siker pa att du har dragit minst tva kort av samma firg (spader,
hjérter, ruter, klover)?

b) Frén en grupp pa 10 personer ska tre viljas. P4 hur ménga sitt kan detta goras
om ordningsféljden

i) spelar roll

ii) inte spelar roll

¢) 1en mojingfabrik tillverkas 60% av mojingerna vid maskin 1 och de dvriga vid
maskin 2. Maskinerna tillverkar en viss andel defekta mojénger; denna andel
ir 6% for maskin 1 och 3% for maskin 2. En kund pétréffar en defekt mojéng.
Hur stor 4r sannolikheten att den har tillverkats vid maskin 2?



05  Grafteori

a) Avgor om grafen innehéller ndgon Eulervég och visa i s fall hur den kan se ut.

A B C A B C
’ IZI—_. ’ IZVI
D E D E F

b) En graf som inte innehaller négra cykler kallas skog. Avgdr om féljande pésté-
enden stimmer. Om ditt svar dr “nej’, rita ett motexempel.

i) Varje trid ér en skog.
ii) Varje skog dr ett trad.
iif) Ligger man till en bage till en skog fir man en cyklisk graf.

i) Tar man bort en bage frin en skog fir man en osammanhéngande graf.

c) Hir dr en viktad graf:

A
> <0
E 30 B
S >
2 p o
Fa
D 48 C

i) Anvind nirmaste granne-metoden for att finna en Hamiltoncykel i grafen
som borjar i nod A. Ange 4ven cykelns totalkostnad.

ii) Anvind Kruskals algoritm for att finna ett minimalt uppspannande trad i
grafen. Ange dven tradets totalkostnad.
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Del B

06 Avancerad induktion

a) Visa med hjilp av induktion att foljande giller for alla naturliga taln > 1:

5" +10 < 6"

b) Fibonaccis talféljd definieras genom den rekursiva formeln F, = F,_; + F,_,
med startvirdena F, = 1 och F, = 1. Anvénd den starka versionen av induktion
for att visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

F, < 2"

07 Magi med tal

Vilj ett godtyckligt tvasiffrigt tal a. Talet ska vara storre dn noll.

a) Skriv ner talet a tvd ginger efter varandra, sa att du far ett fyrsiffrigt tal. Jag
“gissar” att det nya talet dr delbart med 101. Forklara varfor jag har ritt.

b) Skriv nu ner talet a tre ganger efter varandra, s att du far ett sexsiffrigt tal.
Nu gissar” jag att det nya talet dr delbart med 259. Forklara varfor jag har ritt.
Ange ett annat tresiffrigt tal som jag hade kunnat “gissa”.

c) Antag att jag hade bett dig att skriva ner talet a fyra ganger efter varandra
istallet for tre, s& att du hade fatt ett attasiffrigt tal. Forklara varfor jag i detta
fall inte borde ha "gissat” 259. Ange dven ett tal som hade fungerat.
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08

Rysk roulette

Rysk roulette ér ett potentiellt dodligt spel dér en spelare laddar en revolver med
en enda kula, snurrar revolvertrumman for att slumpa i vilken position det skarpa
skottet hamnar, riktar pipan mot sin egen tinning och trycker av. I denna uppgift ska
du utgé ifrén att revolvern har sex skott, att en snurrning av trumman ger samma
sannolikhet till varje position, och att ett tryck pa avtryckaren roterar trumman till
nésta position (och alltid i samma riktning).

a) Vad dr chansen att dverleva n *forsok” irad forn=1,...,6
i) om man snurrar trumman fore varje forsok?
ii) utan omsnurrning av trumman?

Svara med brik och motivera ditt svar.

b) Du har hamnat i hinderna pa en ond maffiaboss. Hen ladder sin revolver med
tva kulor i intilliggande kamrar. De andra fyra kamrarna forblir tomma. Hen
snurrar trumman, riktar vapnet mot taket och trycker av. Ingenting hénder.
Hen riktar sedan vapnet mot dig och fragar: "Nu ska jag trycka av en andra
gang. Vill du att jag gor det direkt eller ska jag snurra innan?” Vilket val ger dig
storre chanser att 6verleva detta makabra spel? Motivera ditt svar.

c) Hur foriandras sannolikheterna f6r de tvd valen om maffiabossen laddar tva
slumpmdssigt utvalda kamrar (inte nédvéandigtvis intilliggande kamrar) av
revolvertrumman? Motivera ditt svar.
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