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Grunder i matematik och logik {2018)

Tentamen 2018-10-31

Examinator: Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestar av tva delar, del A och del B.

Del A bestar av 5 fragor a 3 podng (totalt 15 podng). Dessa fragor testar din kunskap
om de grundliggande begrepp och procedurer som behandlas pé kursen. De kriver
endast korta svar, sdsom en utrakning, en kort text, eller ett diagram. Det krévs minst
12 poing pé denna del for att del B ska réttas.

Del B bestar av 3 fragor & 6 podng (totalt 18 podng). Dessa fragor testar din kunskap
om kursens mera avancerade begrepp och procedurer samt din problemldsningsfor-
maga. De kréver utforliga svar med korrekt notation och terminologi. Fragorna ar
ordnade i stigande svarighetsgrad.

Betyget pa tentamen sitts enligt foljande schema:

0-11 0-6
podngidel A U — 3
12-1 -13
° podng idel B 4 4
14-18

Observera att podng fran del A inte giller i del B.

Frikort. Eventuella frikort frin duggorna giller for respektive fragor i del A; ett frikort
frén duggan om grafteori (tema s) t.ex. giller for frigan om grafteori (fraga os). Du
kan tillgodorakna dig héogst 3 frikort. Du behdver inte ange hur du vill tillgodordkna
dig dina frikort; detta kommer att goras pa ett sitt som maximerar dina poing,

Lycka till!




Del A

01  Logik och mangdléra

a) Bevisa foljande logiska ekvation med hjilp av sanningsvardestabeller. Skriv en
kolumn for varje deluttryck, dven for de deluttryck som du tycker dr triviala.

peq=(pAgVa(pVvy)

b) Avgér om foljande uttryck dr tautologier, kontradiktioner eller ingendera. Be-
akta prioriteringsreglerna for de logiska konnektiven!

) (p—>q9NA~qg—q i) (p—=q@A-qg— -p

c) Tre méngder A, B, C dr givna sddana att

« [A\BUQO)| =7 ¢« [(BNC)\ Al =3
« [B\(AUC)| =8 ¢« ([ANC)\B| =2
« [C\(AUB)|=5 ¢ (ANB)\C|=10
« [ANBNC|=1 ¢« ([AUBUC)|=6

Rita ett venndiagram for de tre méngderna. Skriv in ritt antal element i vardera
sektor av venndiagrammet. Bestdm sedan antalet element i

i) BUC ii) BNC




02  Rekursion och induktion

a) En aritmetisk talfoljd beskrivs genom a; = 3 ochd = 6.

i) Bestim a,;. ii) Bestim Y., ay.

b) Talen x—5, x och x+15 dr tre pa varandra foljande element i en viss geometrisk
talf6ljd. Bestdm vilka tal det ér.

¢) Visa med hjélp av induktion att f6ljande galler for alla naturliga tal n > 1.
Redovisa utforligt (induktionsbas, induktionsantagande, induktionssteg)!

n

Z(Zi) =n’+n

i=1
03 Talteori
a) Ange alla (positiva) delare till talet 36. Ringa in de delare som dr primtal.
b) Lista alla primtal upp till och med 75.

¢) Anvind Euklides’ algoritm for att finna stérsta gemensamma delaren till talen
936 och 248. Visa att du kan utféra Euklides’ algoritm.
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04 Kombinatorik och sannolikhetslara

Svara med ett konkret tal, inte med en formel!

a) Du drar kort frén en vanligt kortlek (52 kort). Hur méanga kort behéver du dra
for att vara siker pa att du har dragit minst tva kort av samma farg (spader,
hjdrter, ruter, klover)?

b) Fran en grupp pa 10 personer ska tre véljas. P4 hur manga sétt kan detta goras
om ordningsféljden dr

i) ovisentlig ii) vdsentlig

c¢) Planeten Zebulon befolkas av abianer och bebianer. 60% av befolkningen &r
abianer, och 6% av dessa har lila 6ron. Andelen bebianer med lila 6ron 4r endast
3%. Du tréffar pd en zebulonier med lila 6ron. Hur stor dr sannolikheten att
den édr bebianer?




05  Grafteori

a) Avgor om grafen innehaller en Eulervig.

i) iii)
/\ ° /\/\

b) Rita ett trid med 11 noder dér en av noderna har grad 2 och alla andra noder

har antingen grad 3 eller grad 1.

c) Har dr en viktad graf:

A
A 2
E 36 B
=/ \a
’ 1\ ’
D 54 C

i) Anvind nirmaste granne-metoden for att finna en Hamiltoncykel i grafen
som bérjar i nod A. Ange dven cykelns totalkostnad.

ii) Anvind Kruskals algoritm for att finna ett minimalt uppspannande trid i
grafen. Ange dven tradets totalkostnad.




06

07

Del B

Avancerad induktion

a) Visa att foljande galler for alla naturliga tal n > 1:

5+ 10 < 6"

b) Fibonaccis talfoljd definieras genom den rekursiva formeln F, = F,_; + F,_,
med startvirdena F; = 1och F, = 1. Anvind den starka versionen av induktion
for att visa att foljande giller for alla naturliga tal n > 1:

F, < 2"

Eulers polyederformel*

Hir nedanf6r har vi ritat tva grafer.

I den hégra grafen finns det ett stalle dér tvd bagar korsar varandra, utan att det finns
en nod dir. Den vinstra grafen innehéller ingen sédan korsning. En sammanhéngande
graf som kan ritas utan korsningar kallas plan sammanhdngande graf. Den vénstra
grafen ir allts en sddan graf medan den hogra grafen inte ér det.

For plana ssmmanhingande grafer giller Eulers polyederformel. Denna formel visar
pa ett samband mellan antalet noder, bagar och ytor i sddana grafer. Med en yfa menar
vi hir ett omrade som helt omsluts av ett antal bdgar. Aven omréadet utanfér grafen
riknas som en yta. Om vi kallar antalet noder for N, antalet bagar fér B och antalet
ytor for Y sa sdger Eulers polyederformel att

N-B+Y=2.

(uppgiften fortsitter pa nista sida)

! Anpassad efter Szabo et al., Matematik Origo 5, Sanoma Utbildning 2013, sida 89-91.
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a) Rita en plan sammanhéngande graf med 5 noder och 4 ytor.

b) Leonard undersoker grafen hir nedan. Han ser att grafen har 6 noder, 9 bagar
och 6 ytor. Forbryllad konstaterar han att Eulers polyederformel inte verkar
stdimma. Forklara for Leonard varfor han har fel.

c) Bevisa att Eulers polyederformel giller for alla plana sammanhéngande grafer.
Anvind induktion 6ver det totala antalet noder och bagar. Induktionsbasen
blir sdledes den enklast tankbara plana sammanhdngande grafen, som har en
nod och inga bagar. I induktionssteget ska du underséka vad som hdnder nér
man ldgger till antingen en ny nod eller en ny bage.

Magi med tal

Trollkarlen Numerix ber dig att vilja ett godtyckligt tvasiffrigt tal a (utan att siga
vilket tal du valde) och skriva ner talet tre ganger i rad, sa att du far ett sexsiffrigt tal.
Numerix fragar dig efter din favoritfirg och fédelsedag. Efter att ha fatt svar pa dessa
fragor tinker han en stund och pastar sedan att han nu vet en delare av det sexsiffriga
talet: 259. Du har svért att tro att detta dr korrekt, men en kontrollrdkning med din
mobiltelefon visar att Numerix hade ritt.

a) Visa att det sexsiffriga talet kan skrivas pa formen 10101 - a.

b) Forklara varfor det sexsiffriga talet méste vara delbart med 259. Ange ett annat
tresiffrigt tal som Numerix hade kunnat ange.

c) Antag att Numerix hade bett dig att skriva ner talet a fyra ganger istallet for
tre, s att du hade fatt ett attasiffrigt tal. Forklara varfor 259 inte hade fungerat
i detta fall. (Ledning: Anvind storsta gemensamma delare.)




