Grunder i matematik och logik (2018)

Tentamen 2018-08-24

Examinator: Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestar av tva delar, del A och del B.

Del A bestar av 5 fragor a 3 poédng (totalt 15 podng). Dessa fragor testar din kunskap
om de grundldggande begrepp och procedurer som behandlas pa kursen. De kréver
endast korta svar, saisom en utrikning, en kort text, eller ett diagram. Det krévs minst

12 podng pd denna del for att del B ska rittas.

Del B bestar av 3 fragor a 6 poang (totalt 18 podang). Dessa fragor testar din kunskap
om kursens mera avancerade begrepp och procedurer samt din problemlosningsfor-
maga. De kraver utforliga svar med korrekt notation och terminologi. Fragorna ér

ordnade i stigande svarighetsgrad.

Betyget pa tentamen sitts enligt foljande schema:

0-11

podngidel A

12-15

U

podng idel B

Observera att podng fran del A inte giller i del B.

Frikort. Eventuella frikort fran duggorna giller for respektive fragor i del A; ett frikort
fran duggan om grafteori (tema 5) t.ex. giller for fragan om grafteori (fraga os). Du
kan tillgodordkna dig hogst 3 frikort. Du behover inte ange hur du vill tillgodorakna
dig dina frikort; detta kommer att goras pa ett sitt som maximerar dina poang.

Lycka till!
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Del A

01  Logik och médngdlara

a) Bevisa foljande logiska ekvation med hjélp av sanningsvérdestabeller. Skriv en
kolumn for varje deluttryck, dven for de deluttryck som du tycker &r triviala.

peog=(p—-og9Nn(pV-q)

b) Avgor om f6ljande uttryck ar tautologier, kontradiktioner eller ingendera. Be-
akta prioriteringsreglerna for de logiska konnektiven!

) (p>qgA-q—q i) (p—>q@N~qg—-p

c) Tre mingder A, B, C dr givna sddana att

e [A\(BUQ)| =7 [((BNC)\ Al =3

« [B\(AUC)| =38 (ANC)\B| =2

« [C\(AUB)| =5 (ANB)\C| =10

e« |[ANBNC|=1 [(AUBUC)| =6

Rita ett venndiagram for de tre mangderna. Skriv in ratt antal element i vardera
sektor av venndiagrammet. Bestdm sedan antalet element i

i) AuC ii) C\A



02  Rekursion och induktion
a) En aritmetisk talfoljd beskrivs genom a; = 3 och d = 6.
i) Bestim a,;. ii) Bestdim };', ay.
b) Hair ar en geometrisk talfoljd: 3,6,12, ... .
i) Bestim a. ii) Bestim Y, ay.

c) Visa med hjélp av induktion att foljande giller for alla naturliga tal n > 1.
Redovisa utforligt (induktionsbas, induktionsantagande, induktionssteg)!

n

Z(Zi) =n’+n

i=1
03 Talteori
a) Ange alla (positiva) delare till talet 36. Ringa in de delare som ar primtal.
b) Lista alla primtal upp till och med 75.

c) Anvénd Euklides’ algoritm for att finna storsta gemensamma delaren till talen
238 och 510. Visa att du kan utfora Euklides’ algoritm.



04 Kombinatorik och sannolikhetslara

Svara med ett konkret tal, inte med en formel!

a) Du drar kort fran en vanligt kortlek (52 kort). Hur manga kort behéver du dra
for att vara sdker pa att du har dragit minst tva kort av samma farg (spader,
hjarter, ruter, klover)?

b) Fran en grupp pé 10 personer ska tre vdljas. Pa hur manga sitt kan detta goras
om ordningsfoljden &r

i) ovisentlig ii) vasentlig

c) Ien mojangfabrik tillverkas 60% av mojangerna vid maskin 1 och de 6vriga vid
maskin 2. Maskinerna tillverkar en viss andel defekta mojénger; denna andel
ar 6% for maskin 1 och 3% for maskin 2. En kund patraffar en defekt mojing.
Hur stor ar sannolikheten att den har tillverkats vid maskin 2?



05 Grafteori

a) Avgor om grafen innehéller ndgon Eulervag och visa i sé fall hur den kan se ut.

A B C A B C
’ IZI—. ’ IZVI
D E D E F

b) Rita ett trdd med 7 noder dér en av noderna har grad 2 och alla andra noder
har antingen grad 3 eller grad 1.

c) Har ér en viktad graf:

i) Anvind ndrmaste granne-metoden for att finna en Hamiltoncykel i grafen
som borjar i nod A. Ange dven cykelns totalkostnad.

ii) Anvand Kruskals algoritm for att finna ett minimalt uppspannande trad i
grafen. Ange dven tradets totalkostnad.



06

07

Del B

Avancerad induktion

a) Visa att foljande giller for alla naturliga tal n > 1:

5"+10 < 6"

b) Fibonaccis talf6ljd definieras genom den rekursiva formeln F, = F,_; + F,_,
med startvirdena F;, = 1 och F, = 1. Anvand den starka versionen av induktion
for att visa att foljande gdller for alla naturliga tal n > 1:

F, < 2"

Eulers polyederformel*

Har nedanfor har vi ritat tva grafer.

I den hogra grafen finns det ett stille dar tvd bagar korsar varandra, utan att det finns
en nod ddr. Den védnstra grafen innehaller ingen sadan korsning. En sammanhéngande
graf som kan ritas utan korsningar kallas plan sammanhdingande graf. Den vanstra
grafen ér alltsd en sadan graf medan den hogra grafen inte ar det.

For plana sammanhingande grafer giller Eulers polyederformel. Denna formel visar
pa ett samband mellan antalet noder, bagar och ytor i sadana grafer. Med en yta menar
vi hir ett omrade som helt omsluts av ett antal bégar. Aven omréadet utanfor grafen
rdknas som en yta. Om vi kallar antalet noder for N, antalet bdgar for B och antalet
ytor for Y sa sdger Eulers polyederformel att

N-B+Y =2.

(uppgiften fortsitter pa nésta sida)

! Anpassad efter Szabo et al., Matematik Origo 5, Sanoma Utbildning 2013, sida 89-91.
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08

a) Rita en plan sammanhéngande graf med 5 noder och 4 ytor.

b) Leonard undersoker grafen hiar nedan. Han ser att grafen har 6 noder, 9 bagar
och 6 ytor. Forbryllad konstaterar han att Eulers polyederformel inte verkar
stimma. Forklara for Leonard varfor han har fel.

c) Bevisa att Eulers polyederformel giller for alla plana sammanhidngande grafer.
Anviand induktion dver det totala antalet noder och bagar. Induktionsbasen
blir saledes den enklast tinkbara plana sammanhingande grafen, som har en
nod och inga bégar. I induktionssteget ska du undersdka vad som hénder nér
man ligger till antingen en ny nod eller en ny bage.

Magi med tal

Trollkarlen Numerix ber dig att vilja ett godtyckligt tvasiftrigt tal a (utan att saga
vilket tal du valde) och skriva ner talet tre ganger i rad, sa att du far ett sexsiffrigt tal.
Numerix fragar dig efter din favoritfirg och fodelsedag. Efter att ha fatt svar pa dessa
fragor tanker han en stund och pastdr sedan att han nu vet en delare av det sexsiftriga
talet: 259. Du har svirt att tro att detta ar korrekt, men en kontrollrdkning med din
mobiltelefon visar att Numerix hade ritt.

a) Visa att det sexsiffriga talet kan skrivas pa formen 10101 - a.

b) Forklara varfor det sexsiffriga talet maste vara delbart med 259. Ange ett annat
tresiffrigt tal som Numerix hade kunnat ange.

c) Antag att Numerix hade bett dig att skriva ner talet a fyra génger istéllet for
tre, sa att du hade fatt ett attasiftrigt tal. Forklara varfér 259 inte hade fungerat
i detta fall. (Ledning: Anvind storsta gemensamma delare.)



