Grunder i matematik och logik (2016)

Tentamen 2016-05-31

Examinator: Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestér av tva delar, A och B. Varje del omfattar ett antal fragor som
var och en dr vdrd 3 podng.

Del A omfattar 8 fragor (viarda 24 poang) som kan besvaras mycket kortfattat, om
inget annat anges. Varje fraga dr uppdelad i tre delar, ordnade i stigande svarighetsgrad.
Det kravs minst 12 poang pa denna del for att del B ska rittas.

Du som ér godkdnd pa minst 5 av kursens duggor behover inte bearbeta del A
utan far automatiskt 12 poédng for den. Skriv i sa fall f6ljande pa ditt forsta
skrivningspapper: ”Jag dr godkand pa del A” (Observera att detta kommer att

verifieras nér din skrivning dr avanonymiserad!)

Del B omfattar 4 fragor (virda 12 podng) som kraver utforliga redovisningar med
relevant matematisk notation. Fragorna dr ordnade i stigande svérighetsgrad.

Betyget pa tentamen sitts enligt foljande schema:

o 0-11 0-3
podng i del A U ——3
12—-24 4-7
podngidel B 4
8-12

Lycka till!
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Del A

Logik

1. Ange sanningstabellen f6r konjunktion.

2. Bevisa foljande med hjilp av sanningstabeller. Redovisa steg for steg.
p—9="pVq

3. Stéll upp sanningstabellen for uttrycket -(p — gq). Ange ett annat uttryck som har

samma sanningstabell och som inte anvander implikation.

Mangdlara
1. Ange venndiagrammet for operationen A \ B.
2. Lat A = {2,4,6,8} och B = {3,6,9}. Berdkna (A \ B) U (B\ A).

3. Ange tva odndliga mangder A och B som uppfyller att AN B = &.

Funktioner och relationer

Vi skriver IN f6r méngden av alla naturliga tal inklusive noll.

1. Vilka av foljande egenskaper har den vanliga kvadreringsfunktionen, sedd som en
funktion med definitionsmangd och malmangd IN?

injektiv surjektiv bijektiv inga av dessa

2. Vilka av f6ljande egenskaper har den vanliga “mindre @n eller lika med”-relationen,
sedd som en relation pa IN?

reflexiv symmetrisk antisymmetrisk transitiv inga av dessa
3. Ange tva transitiva relationer vars union inte dr transitiv. Visa detta genom att
ange ett motexempel.
Rekursion och induktion

Visa med hjilp av induktion att foljande likhet géller for alla naturliga tal n > 1.
Redovisa utforligt (induktionsbas, induktionsantagande, induktionssteg).

n
YQ@i+l) = 2n+n?
i=1
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Delbarhet och primtal

1. Ange alla (positiva) delare till talet 42. Ringa in de delare som dr primtal.
2. Python anvidnder operatorn % for modulordkning. Berdkna:

a) (1 +2) %4

b) (2 +2) %4

c) (3+2) %4

3. Vad ar klockan nar du laser detta? Vad kommer den att visa om 100 timmar?

Grafer

En oriktad graf G = (V, E) dr given genom f6ljande méngder:
V = {L 2,3, 4} E = {{1) 2}) {1’ 3}’ {1> 4}> {2> 3}) {2) 4}: {3a 4}}

1. Rita grafen med prickar och streck.

2. Vilka av foljande egenskaper har G?
ar sammanhidngande innehéller cykler ar ett trad inga av dessa

3. Nér man summerar alla gradtal i en viss oriktad graf fir man vardet 84. Hur manga
béagar har grafen?

Kombinatorik

Svara genom att ange ett konkret tal. Redovisa hur du riaknade.

1. Hur manga olika “ord” kan bildas genom att éndra ordningen pa bokstdverna i
ordet BANDY, om ett "ord” hér far dven vara en betydelselds bokstavskombination?

2. Ien pizzeria kan man vilja mellan 5 olika tillbehor till pizzorna. Hur manga pizzor
kan man baka med 3 olika tillbeh6r?

3. En kompis berittar for dig att hen har en jattebra PIN-kod: alla fyra siffror ér olika!
Hur manga procent av alla PIN-koder har denna egenskap?
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Sannolikhetsldra
Ett test som ska visa om man har en viss sjukdom har en sidkerhet pa 99%:
o Om man har sjukdomen kommer man testas positivt i 99% av fallen.
o Om man inte har sjukdomen kommer man testas negativt i 99% av fallen.

Antag att 1% av befolkningen har den relevanta sjukdomen.

1. Rita ett trdddiagram fér denna fraga och for in alla relevanta sannolikheter i det.

2. Vad idr sannolikheten for att en slumpmassigt utvald person testas positivt pa
sjukdomen? Svara genom att ange ett procenttal. Visa hur du réknat.

3. Den utvalda personen testas positivt. Vad dr sannolikheten att hen har sjukdomen?
Svara genom att ange ett procenttal. Visa hur du raknat.

Del B

Induktionsbevis av olikheter

Visa med hjélp av induktion att foljande géller for nastan alla naturliga tal n. Vad
betyder "nistan alla” i det hdar sammanhanget? Redovisa utforligt (induktionsbas,
induktionsantagande, induktionssteg).

5"4+10 < 6"

Fruktkorgar

Foljande formel ger antalet mojliga sdtt att vélja k element ur en mangd med 7 element
med repetition och utan hansyn till ordning:

n+k-1
k
1. Visa att denna formel dven ger antalet mojliga satt att vélja n — 1 element ur en

méngd med n + k — 1 element utan repetition och utan hénsyn till ordning.

2. Peter siljer fruktkorgar med apelsiner, bananer och paron. Hur ménga olika korgar
kan han komponera om det ska vara 6 stycken frukt i varje korg?

3. Hur manga blir det om varje korg ska innehalla minst en frukt av varje sort?
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Eulers polyederformel*

Har nedanfor har vi ritat tva grafer.

I den hogra grafen finns det ett stille ddr tvd bagar korsar varandra, utan att det finns
en nod ddr. Den védnstra grafen innehaller ingen sadan korsning. En sammanhéngande
graf som kan ritas utan korsningar kallas plan sammanhdingande graf. Den vanstra
grafen dr alltsd en sddan graf medan den hogra grafen inte ar det.

For plana sammanhéngande grafer giller Eulers polyederformel. Denna formel visar
pé ett samband mellan antalet noder, bagar och ytor i sadana grafer. Med en yta menar
vi hir ett omrade som helt omsluts av ett antal bégar. Aven omréadet utanfor grafen
riknas som en yta. Om vi kallar antalet noder f6r N, antalet bagar for B och antalet
ytor for Y sa sager Eulers polyederformel att

N-B+Y=2.

1. Rita en plan sasmmanhingande graf med 5 noder och 4 ytor.

2. Leonard undersoker grafen har nedan. Han ser att grafen har 6 noder, 9 bagar och
6 ytor. Forbryllad konstaterar han att Eulers polyederformel inte verkar stimma.
Forklara for Leonard varfor han har fel.

3. Bevisa att Eulers polyederformel giller for alla plana sammanhéngande grafer.
Anvind induktion 6ver det totala antalet noder och bégar. Induktionsbasen blir
sdledes den enklast tinkbara plana sammanhangande grafen, som har en nod och
inga bagar. I induktionssteget ska du undersoka vad som hander nar man liagger
till antingen en ny nod eller en ny bage.

! Anpassad efter Szabo et al., Matematik Origo 5, Sanoma Utbildning 2013, sida 89-91.
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12 Slumpvandringar

Antag att du "vandrar omkring” i ett koordinatsystem pa foljande satt: Du borjar i
origo och singlar slant. Om det blir krona sa gér du ett steg "till hdger och uppat”; om
det blir klave sa gar du ett steg "till hoger och nerét”. Sedan singlar du slant igen och
tar ndsta steg, och fortsétter pa det viset tills det blir alltfor trakigt. Sa har t.ex. skulle

en vandring med 20 steg kunna se ut:

-

Du gor en vandring och vill veta: "Hur sannolikt dr det att jag kommer att avsluta

min vandring pa nollinjen, som i exemplet ovan?”

1. Hur ménga olika vandringar finns det som slutar pé nollinjen? Hérled en formel
for vandringar med # steg. Ledning: Skilj mellan tv fall.

2. Forklara varfor alla vandringar med ett givet antal steg &r lika sannolika. Hérled
en formel som ger sannolikheten for en vandring med # steg.

3. Hairled en formel som ger sannolikheten for att en vandring med n steg slutar pa
nollinjen. Berdkna formelns vérde for en vandring med 6 steg.
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