TDPO15 Grunder i matematik och logik (2015)

Tentamen 2015-10-20

Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestér av tva delar: del A, som innehaller uppgifter 1-8, och del B, som
innehaller uppgifter 9-12. Varje uppgift ir vird 3 poing. Betyget sitts enligt féljande schema:

2l 0-11 0-3
poéng idel A U ey T
1252 4-7
h poing i del B 4
8-12

Dina inlimningar till del B kommer endast att rittas om du har minst 12 poing i del A.
Rittningen av del A kommer da att avbrytas.

Lycka till!

Del A

1. Ange sanningstabeller for foljande logiska formler:
(@) pv-p (b) ~(pAg) (©) ~pVvq

2. Lit A och B vara delmingder till ett gemensamt universum U. Mingdoperationer kan
beskrivas med hjilp av mingdbyggare och Venn-diagram. Tag union som exempel:

U
AUB={xeU:xc AVvxeB} «.D

Ange motsvarande definitioner och Venn-diagram for féljande mangdoperationer. An-

vind endast € och ¢ och de logiska operatorerna konjunktion, disjunktion och negation.

(a) ANB (b) (AnB) (c) (A\B)U(B\ A)

1(3)
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3. Undersék i varje fall om relationen ir (i) reflexiv, (ii) symmetrisk, (iii) antisymmetrisk,
(iv) transitiv. Ange antingen ett kort bevis (om relationen har egenskapen) eller ett
motexempel (om relationen inte har egenskapen).

() Ry ={(a,b) e NxN:a<b}
(b) Ry ={(a,b) e Nx N :a=>b}
(C) R3:R1UR2

4. Bevisa foljande utsaga med hjilp av induktion. Redovisa utforligt. Glém inte att tydligt
markera var i beviset du anvinder induktionsantagandet.

n2+n

n
For alla n € N giller att i=
g ,; =

5. Ange en rekursiv definition for Euklides algoritm. Hitta sedan tvA tal a och b sadana att
gcd(a, b) = 6 och Euklides algoritm behéver fyra rekursiva anrop for rikna ut denna
storsta gemensamma delare. Ange alla rekursiva anrop.

6. Ett svenskt registreringsskylt bestdr i princip av tre bokstidver ur det svenska alfabetet
(29 bokstiver) foljt av tre siffror mellan o och 9.

(a) Hur manga olika registreringsskyltar finns det? (Bortse fran faktumet att vissa bok-
stiver och bokstavskombinationer inte anvinds.)

(b) Eftersom kombinationerna borjar ta slut funderar man pa att dven tillita bokstéiver
pa sista positionen. Hur ménga nya kombinationer skulle detta ge?

(¢) Hur méanga olika registreringsskyltar (utan en bokstav i sista positionen) skulle det
finnas om inget skylt fick ha samma bokstav eller siffra tvd ganger i rad?

Ange i varje fall ett uttryck for att rakna ut svaret. Du behéver inte férenkla uttrycket.

7. Videfinierar en riktad graf enligt foljande: Grafens noder ir de fem forsta naturliga talen.
Det finns en bage fran en nod a till en nod bom a > b.

(a) Hur manga kanter har grafen? (d) Ange utgraden hos nod 3.
(b) Ange en enkel vig med lingd 3. (e) Ar grafen sammanhingande?
(c) Ange ingraden hos nod 3. (f) Ar grafen starkt ssmmanhingande?

Tips: Bérja med att rita grafen!
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8.

I en mojingfabrik tillverkas 40% av mojingerna vid maskin 1 och de 6vriga vid maskin 2.
Maskinerna tillverkar en viss andel defekta mojianger; denna andel ar 3% for maskin 1
och 6% for maskin 2.

(a) Oversitt uppgifterna till sannolikheter. Anviind hindelserna M, "mojangen tillverkas
vid maskin 17, M, "mojingen tillverkas vid maskin 2” och D "mojingen ér defekt”.

(b) Hur stor ir sannolikheten att en slumpmissigt vald mojang ar defekt? Ange resultatet
i decimalform. Motivera ditt svar.

(c) En kund pétriffar en defekt mojang. Hur stor dr sannolikheten att den har tillverkats
vid maskin 27 Ange resultatet i decimalform. Motivera ditt svar.

Del B

Svara utforligt!

9. Visaatt 2" > n? for alla naturliga tal n > 4.

10.

11.

12.

Lit B = {0, 1}. En bindr logisk operator ar en funktion f: B xB — IB. Exempel pa binidra
logiska operatorer dr konjunktion, disjunktion och implikation.

(a) Hur manga olika binira logiska operatorer finns det?
(b) Betrakta foljande Python-funktion:
def nor(x, y): return not (x or y)

Visa att varje binir logisk operator kan implementeras genom en Python-funktion
som endast anropar funktionen nor. Disjunktion t.ex. kan implementeras s har:

def disj(x, y): return nor(nor(x, y), nor{x, y))

Nir du har definierat en funktion fir du anvénda den for att definiera nya funktio-
ner. Tips: Bérja med att definiera en hjalpfunktion neg som tar ett argument och
returnerar dess negation.

Bevisa att det finns odndligt manga primtal.

En polyedergraf dr en sammanhingande (oriktad) graf som kan ritas pa ett sddant satt att
inga kanter korsar varandra. Kanterna i en sadan graf delar planet som den ritas pd i ett
antal omraden, som vi ska kalla yfor. Vi betraktar dven omradet utanfér grafen som en
yta. Vi skall beteckna antalet ytor med Y, antalet hérn med H och antalet kanter med K.

(a) Ritaen polyedergraf med fyra horn och sex kanter. Ange antalet ytor for din graf.

(b) Bevisa Eulers polyederformel, som siger att for varje polyedergraf sa giller sambandet
Y = K — H + 2. Anvind induktion &ver det totala antalet hérn och kanter.

3(3)
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Tentamen 2015-08-21

Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestér av tva delar: del A, som innehéller uppgifter 1-8, och del B, som
innehaller uppgifter 9-12. Varje uppgift r vird 3 poéng. Betyget satts enligt foljande schema:

0-11 0-3
poingidel A — 1 r——v 3
12-24 M) 4-7
poang i del B 4
8-12

Dina inldmningar till del B kommer endast att rittas om du har minst 12 poang i del A.
Rittningen av del A kommer da att avbrytas.

Lycka till!

Del A
1. Ange symboler och sanningstabeller for foljande logiska operatorer:

(a) negation (b) konjunktion {(¢) implikation

2. Lat A och B vara delmingder till ett gemensamt universum U. Méngdoperationer kan
beskrivas med hjilp av mingdbyggare och Venn-diagram. Tag union som exempel:

U
AUB={xeU:xe€ AvxeB} «.»

Ange motsvarande definitioner och Venn-diagram for foljande mangdoperationer. An-

vind endast € och ¢ och de logiska operatorerna konjunktion, disjunktion och negation.

(a) ANB (b) (AUB) (c) (A\B)U(B\ A)

1(3)



ToPO15 Grunder i matematik och logik (2015) Tentamen 2015-08-21

3. Undersok i varje fall om relationen ir (i) reflexiv, (ii) symmetrisk, (iii) antisymmetrisk,
(iv) transitiv. Ange antingen ett kort bevis (om relationen har egenskapen) eller ett
motexempel (om relationen inte har egenskapen).

(@) Ry ={(a,b) e NxN:a<b}
(b) Ry ={(a,b) e NxN:qa =5}
(C) R3 = R] U RZ
4. Bevisa foljande utsaga med hjilp av induktion. Redovisa utforligt. Glom inte att tydligt
markera var i beviset du anvinder induktionsantagandet.
n 2

nc+n
For allan € IN giller att i= ,
g > =

i=1
5. Ange en rekursiv definition for Euklides algoritm och anviind den for att bestimma den
storsta gemensamma delaren av 715 och 297. Ange alla rekursiva anrop.
6. Ett svenskt registreringsskylt bestar av tre bokstéver ur det svenska alfabetet (som bestar
av 29 bokstiver) foljda av tre siffror (mellan o och 9).

(a) Hur manga olika registreringsskyltar finns det? (Bortse fran att vissa bokstiver och
bokstavskombinationer inte anvinds.)

(b) Hur manga olika registreringsskyltar skulle det finnas om varje bokstav och varje
siffra fick forekomma endast en enda gang pa en skylt?

(c) Eftersom kombinationerna bérjar ta slut funderar man pa att dven tillata bokstiver
pa sista positionen. Med vilken faktor skulle antalet mdjliga kombinationer 6ka da?

Ange i varje fall ett uttryck for att rikna ut svaret. Du behéver inte férenkla uttrycket.

7- Videfinierar en riktad graf G = (V, E) genom foljande méngder:

V =1{1,2,3,4,5} E={(a,b)eVxV:a>b}

(a) Hur manga kanter har grafen? (d) Ange utgraden hos nod 4.
(b) Ange en enkel viig med lingd 3. (e) Ar grafen sammanhingande?
(c) Ange ingraden hos nod 4. (f) Ar grafen starkt sammanhingande?

Tips: Bérja med att rita grafen!



TpPOT15 Grunder i matematik och logik (2015) Tentamen 2015-08-21

8.

I en mojingfabrik tillverkas 40% av mojingerna vid maskin 1 och de évriga vid maskin 2.
Maskinerna tillverkar en viss andel defekta mojinger; denna andel &r 3% for maskin 1
och 6% fér maskin 2.

(a) Oversatt uppgifterna till sannolikheter. Anvdnd hindelserna M, "mojangen tillverkas
vid maskin 17, M, “mojingen tillverkas vid maskin 2” och D "mojangen ar defekt”.

(b) Hur stor ir sannolikheten att en slumpmdssigt vald mojing ar defekt? Ange resultatet
i decimalform. Motivera ditt svar.

(¢) En kund patriffar en defekt mojang. Hur stor ar sannolikheten att den har tillverkats
vid maskin 2?2 Ange resultatet i decimalform. Motivera ditt svar.

Del B

Svara utforligt!

9. Visaatt 2" > n? for alla naturliga tal n > 4.

10.

11.

12.

Lit B = {0, 1}. En bindr logisk operator ar en funktion f: Bx B — B. Exempel pa binéra
logiska operatorer ar konjunktion, disjunktion och implikation.

(a) Hur manga olika binira logiska operatorer finns det?
(b) Betrakta féljande Python-funktion:
def nand(x, y): return not (x and y)

Visa att varje binir logisk operator kan implementeras genom en Python-funktion
som endast anropar funktionen nand. Disjunktion t.ex. kan implementeras sa har:

def disj(x, y): return nand(nand(x, x), nand(y, y))

Nir du har definierat en funktion fir du anvinda den for att definiera nya funktio-
ner. Tips: Bérja med att definiera en hjélpfunktion neg som tar ett argument och
returnerar dess negation.

Bevisa att det finns oéndligt ménga primtal.

En polyedergraf 4r en ssammanhingande (oriktad) graf som kan ritas pd ett sddant satt att
inga kanter korsar varandra. Kanterna i en polyedergraf delar planet i ett antal omrdden,
som vi ska kalla ytor. Man betraktar &ven omradet utanfor grafen som en yta.

(a) Rita en polyedergraf med fyra horn och sex kanter. Ange antalet ytor for din graf.

(b) Beteckna antalet ytor med Y, antalet hérn med H och antalet kanter med K. Bevisa
att foljande (Eulers polyederformel) giller for alla polyedergrafer: Y + H - K = 2.
Anvind induktion &ver det totala antalet hérn och kanter.

3(3)






ToPO15 Grunder i matematik och logik (2015)

Tentamen 2015-06-01

Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestar av tva delar: del A, som innehdller uppgifter 1-8, och del B, som
innehaller uppgifter 9-12. Varje uppgift 4r vird 3 poiing. Betyget sitts enligt foljande schema:

L 0-11 0-3
podng idel A U pe————3 3
12-24 4-7
poing i del B 4
8-12

Dina inlimningar till del B kommer endast att rittas om du har minst 12 podng i del A.
Rittningen av del A kommer da att avbrytas.

Lycka till!

Del A
1. Ange symboler och sanningstabeller for foljande logiska operatorer:

(a) negation (b) disjunktion (c) implikation

2. Lit A och B vara delmingder till ett gemensamt universum U. Méngdoperationer kan
beskrivas med hjilp av mangdbyggare och Venn-diagram. Tag snitt som exempel:

U
AnB={xeU:xe€ AAx¢€ B}

Ange motsvarande definitioner och Venn-diagram for foljande mingdoperationer. An-

vind endast € och ¢ och de logiska operatorerna konjunktion, disjunktion och negation.

(a) AUB (b) A°\B (c) (A\B)U(B\ A)

1(3)



T0P0O15 Grunder i matematik och logik (2015) Tentamen 2015-06-01

3. Undersék i varje fall om relationen ir (i) reflexiv, (ii) symmetrisk, (iii) antisymmetrisk,
(iv) transitiv. Ange antingen ett kort bevis (om relationen har egenskapen) eller ett
motexempel (om relationen inte har egenskapen).

(@) Ry ={(a,b) e NxN:a<b}
(b) R, ::{(q,kg) €ENxN:a=b}
(C) R3- = Rl U Rz'
4. Bevisa foljande utsaga med hjilp av induktion. Redovisa utforligt. Glom inte att tydligt
markera var i beviset du anviinder induktionsantagandet.

n
Férallan e N giller att - Z 2 =H 4 b i
=1

5. A_nge en rekursif deﬁnition for Euklides algorifm och anvind den for att bestimma den
storsta gemensamma delaren av 693 och 286. Ange alla rekursiva anrop.

6. Ett svenskt registreringsskylt bestdr i princip av tre bokstiver ur det svenska alfabe-
tet foljt av tre siffror mellan o och 9; det finns dock 6 bokstiver (1,Q, v, & 4, 6) och
90 trebokstavskombinationer (t.ex. pum, FUL, RAP) som inte anvinds.

(a) Hur médnga olika registreringsskyltar skulle det finnas om man fick anvinda alla
bokstaver och alla trebokstavskombinationer?

(b) Hur manga olika registreringsskyltar skulle det finnas om man fick gora som i (a),
men varje bokstav och varje siffra fick férekomma endast en enda gang?

(¢) Hur médnga olika registreringsskyltar finns det i verkligheten, dvs. nir man tar hinsyn
till de oanviinda bokstiverna och trebokstavskombinationerna?

Ange i varje fall ett uttryck for att rikna ut svaret. Du behéver inte frenkla uttrycket.

7. Videfinierar en riktad graf G = (V, E) genom féljande mangder:

V ={1,2,3,4,5} E={(a,b) e VxV:a<b}

(a) Hur minga kanter har grafen? (d) Ange utgraden hos nod 3.
(b) Ange en enkel viig fran 1 till 3. (e) Ar grafen sammanhingande?
(c) Ange ingraden hos nod 3. (f) Innehiller grafen en cykel?

Tips: Bérja med att rita grafen!



Torotg Grunder i matematik och logik (2015) Tentamen 2015-06-01

8. I ettlaboratorium har en sensor installerats som ska sla larm om rumsluften innehéller for
mycket kolmonoxid. Om gashalten ar for hog slar sensorn larm med 99% sakerhet; men
det finns en chans p 2% att sensorn slar larm trots att gashalten &r normal. Grinsvirdena
f5r kolmonoxid Gverskrids i genomsnitt 3 dagar per ér (= 365 dagar).

(a) Oversitt uppgiftstexten till sannolikheter. Anvind hindelserna L "sensorn slar larm”
och K "luften innehéller for mycket kolmonoxid”.

(b) Hur stor #r sannolikheten att sensorn slar larm en vanlig dag? Ange resultatet som
ett briktal. Motivera ditt svar.

(c) Om sensorn slar larm, hur stor ir da sannolikheten att luften faktiskt innehaller for
mycket kolmonoxid? Ange resultatet som ett braktal. Motivera ditt svar.

Del B
Svara utforligt!

9. Visaatt 2" < n! for alla naturliga tal n > 3.
10. Lat BB = {0, 1}. En bindr logisk operator dr en funktion f: BxB — B. Exempel pa bindra
logiska operatorer dr konjunktion, disjunktion och implikation.
(a) Hur manga olika bindra logiska operatorer finns det?
(b) Féljande Python-funktion implementerar konjunktion:
def f(x, y): return X and y
Ange motsvarande Python-funktioner for alla mjliga binira logiska operatorer. De
enda reserverade orden som far forekommer till hoger om return ér and och not.
11. Lat G = (V, E) vara en riktad graf.
(a) Visaattom G ir acylisk sd dr E antisymmetrisk.
(b) Lat E;, E, €V x V. Visaeller motbevisa: (i) Om E, och E, dr antisymmetriska sa

dven E, N E,. (ii) Om E, och E; dr antisymmetriska s dven E; U E,.

12. Bevisa att det finns oandligt manga primtal.






