TDPO15 Grunder i matematik och logik (2015)

Tentamen 2015-10-20

Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestér av tva delar: del A, som innehaller uppgifter 1-8, och del B, som

innehéller uppgifter 9—12. Varje uppgift ar vird 3 podng. Betyget sitts enligt foljande schema:
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Dina inlamningar till del B kommer endast att rittas om du har minst 12 poéng i del A.

Rittningen av del A kommer da att avbrytas.

Lycka till!

Del A

1. Ange sanningstabeller for foljande logiska formler:

(@) pv-p

(b) ~(pAq)

(c) .pVvgq

2. Lat A och B vara delméngder till ett gemensamt universum U. Mangdoperationer kan

beskrivas med hjélp av mangdbyggare och Venn-diagram. Tag union som exempel:

AUB={xeU:x€ AVvxeB}
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Ange motsvarande definitioner och Venn-diagram for f6ljande mangdoperationer. An-

vand endast € och ¢ och de logiska operatorerna konjunktion, disjunktion och negation.

(a) AnB

(b) (AnB)*

(c) (A\B)U(B\A)
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3. Undersok i varje fall om relationen ar (i) reflexiv, (ii) symmetrisk, (iii) antisymmetrisk,
(iv) transitiv. Ange antingen ett kort bevis (om relationen har egenskapen) eller ett
motexempel (om relationen inte har egenskapen).

(@) R, ={(a,b) e NxN:a<b}
(b) Ry={(ab) e NxN:a=b}
(c) Ry = R, UR,

4. Bevisa foljande utsaga med hjilp av induktion. Redovisa utforligt. Glom inte att tydligt
markera var i beviset du anvander induktionsantagandet.

n’+n

n
For alla n € IN galler att i=
g ; ;

5. Ange en rekursiv definition for Euklides algoritm. Hitta sedan tva tal a och b sddana att
gcd(a, b) = 6 och Euklides algoritm behover fyra rekursiva anrop for rikna ut denna
storsta gemensamma delare. Ange alla rekursiva anrop.

6. Ett svenskt registreringsskylt bestar i princip av tre bokstéver ur det svenska alfabetet
(29 bokstéver) f6ljt av tre siffror mellan o och 9.

(a) Hur ménga olika registreringsskyltar finns det? (Bortse fran faktumet att vissa bok-
staver och bokstavskombinationer inte anvands.)

(b) Eftersom kombinationerna bérjar ta slut funderar man pa att dven tillata bokstaver
pé sista positionen. Hur manga nya kombinationer skulle detta ge?

(c) Hur ménga olika registreringsskyltar (utan en bokstav i sista positionen) skulle det
finnas om inget skylt fick ha samma bokstav eller siffra tvd ganger i rad?

Ange i varje fall ett uttryck for att rdkna ut svaret. Du behéver inte forenkla uttrycket.

7. Videfinierar en riktad graf enligt foljande: Grafens noder ar de fem forsta naturliga talen.
Det finns en bége fran en nod a till en nod bom a > b.

(a) Hur manga kanter har grafen? (d) Ange utgraden hos nod 3.
(b) Ange en enkel vig med ldngd 3. (e) Ar grafen sammanhingande?
(c) Ange ingraden hos nod 3. (f) Ar grafen starkt sammanhingande?

Tips: Borja med att rita grafen!
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8. Ien mojangfabrik tillverkas 40% av mojiangerna vid maskin 1 och de évriga vid maskin 2.

Maskinerna tillverkar en viss andel defekta mojénger; denna andel ar 3% for maskin 1
och 6% for maskin 2.

(a) Oversittuppgifterna till sannolikheter. Anvind handelserna M, mojéngen tillverkas
vid maskin 1”, M, “mojdngen tillverkas vid maskin 2” och D "mojangen &r defekt”.

(b) Hur stor dr sannolikheten att en slumpmassigt vald mojéng ar defekt? Ange resultatet
i decimalform. Motivera ditt svar.

(c) En kund patriffar en defekt mojéng. Hur stor dr sannolikheten att den har tillverkats
vid maskin 2?2 Ange resultatet i decimalform. Motivera ditt svar.

Del B

Svara utforligt!

9.

10.

11.

12.

Visa att 2" > n? for alla naturliga tal n > 4.
Lat B = {0, 1}. En bindr logisk operator dr en funktion f: B x B — BB. Exempel pa bindra
logiska operatorer dr konjunktion, disjunktion och implikation.
(a) Hur ménga olika bindra logiska operatorer finns det?
(b) Betrakta foljande Python-funktion:
def nor(x, y): return not (x or y)

Visa att varje binir logisk operator kan implementeras genom en Python-funktion
som endast anropar funktionen nor. Disjunktion t.ex. kan implementeras sa hér:

def disj(x, y): return nor(nor(x, y), nor(x, y))

Nir du har definierat en funktion far du anvinda den for att definiera nya funktio-
ner. Tips: Borja med att definiera en hjalpfunktion neg som tar ett argument och
returnerar dess negation.

Bevisa att det finns odndligt manga primtal.

En polyedergraf ar en sammanhangande (oriktad) graf som kan ritas pa ett sadant satt att
inga kanter korsar varandra. Kanterna i en sadan graf delar planet som den ritas pa i ett
antal omraden, som vi ska kalla ytor. Vi betraktar dven omradet utanfor grafen som en
yta. Vi skall beteckna antalet ytor med Y, antalet horn med H och antalet kanter med K.

(a) Rita en polyedergraf med fyra horn och sex kanter. Ange antalet ytor for din graf.

(b) Bevisa Eulers polyederformel, som séger att for varje polyedergraf sa géller ssmbandet
Y = K — H + 2. Anvénd induktion 6ver det totala antalet horn och kanter.
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