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Tillampad matematik

Dugga 2 i Matematisk grundkurs
2018-10-25 kI 8.00-12.00

Inga hjéalpmedel ar tillatna (penna, radergummi, linjal, passare och gradskiva far anvindas).

Losningarna skall vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som maojligt.

Uppgifterna bedéms med 0-3 poéng. For godkint betyg (G) récker 9 podng. Podngen pa
godkanda duggor summeras och avgor slutbetyget.

Svar mm finns att hamta pa kurshemsidan efter duggans slut. Resultat meddelas i e-brev.

1.

(a) Ange ett polynom p(z) av grad minst 1 sadant att p(3) = —17 ar p:s storsta

varde.
(b) Berdkna I ! +1 !
erdkna .
B T T
1
(c) Los olikheten — > x.
x
9
(a) Los ekvationen sin <2a + g) = sin (5a - %)

1
(b) Bestdm v om man vet att cosv = =

1
(c) Berdkna sin <g — arcsin <§>)

(a) For vilka z € R ér 8% — 4777 = 3(2° — 2)?
In(z? + 2z + 1)
In(x 4+ 1)

(b) Los ekvationen =In(x —1).

(a) Skriv f(z) = coswsin3z + cosbxsin2x som en summa av cos- och/eller sin-
termer.

(b) Foérenkla tan (1 + M)

arccos(cos 3)
. Bestdm D; och (om mdjligt) ett uttryck fér f~! om f(z) = In (1 — In(1 + 22)).
. Finn alla z € C som uppfyller (z — 3 — 3i)° = (3i — V/3)(—3 — 3i).

. Lés ekvationen cos(27'x) cos(27 %) - ... - cos(27"x) = 27" forn = 1,2,3,.. ..
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(1p)
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=
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Losningsforslag TATM79 2018-10-25

1. (a) Lat p(z) = —17— (z — 3)* = —2” + 62 — 26. Fran den kvadratkompletterade formen
ser vi att p(z) < —17 for alla z € R och att p(3) = —17.

(b) Vi forlanger med konjugaten och ser att
1 1 2—-3i i(-2i—-3) 4-6i
= +

2+3i+2i—3_ 13 13 13

- - . 6
sa imaginérdelen ges saledes av ——.

13
(c) Vi sorterar termerna och faktoriserar:
1—22 (1-2)(1+2z) (x—=1)(z+1)

1 1
->r & 0<—-——-z= = =—
x x x x x

(=D +1) _

En teckentabell:

-1 0 1
r+1 - 0 + + +
x — - 0 + +
x—1 — — - 0 +
—1 1
x

Vi ser i tabellen att uttrycket dr negativt precis da < —1 eller 0 < z < 1.

6
Svar: (a) —2% + 6z — 26 (b) BE (c)x < —leller0<x<l.
2. (a)
20+ T =50~ T 4 omn, nez
; a+ s =50— 7 ™m, n
sin (Qa—i—z) = sin 504——7T & eller
5 10 . O
2a—|—g:7r—(5a—1—0)—|—27m,nez
11 11 2
3a:1—g—27rn,nez a:3—g—$,nez
& eller & eller
17 17 2
704:1—g+27rn,n€Z. a:7—g+$,nez.

(b)
1 1
COSvV = 5 & v = tarccos <5> +2mn, n € Z.

(c) Eftersom sin <g — t) = cost sa dr

. T . 1 B . 1
sin 5 aresin 3 = cos | arcsin 3 )

1



1 T
Lat v = arcsin (g) Daar0<wv< 5 och eftersom cos? v 4 sin® v = 1, sa foljer det

att cosv = v/1 — sin? v eftersom cosv > 0 &r nodvindigt. Alltsa blir

, Al 2 1\’ 8  2v2
cosv =4/1 — |sin [ arcsin | = =4 /11— = =3/ ==—.
3 3 9 3
117 2mn 170 2mn

Svar: — T Z, eller a = —~ 4
var: (a) « , n € Z, eller a 70—1— -

30 3 7
1 2v2
(b) v = + arccos (5) +2mn, n € Z (c) =

,ne’

3. (a) Lat t = 2*. Da géller att
8¢ —4™H2=3(2" —2) & B -2w=3t-6 & 2-2>-3t+6=0.

Vi gissar en rot och finner att ¢ = 2 16ser ekvationen. Polynomdivision visar sedan
att 13 — 2t% — 3t + 6 = (t — 2)(t* — 3), sa de resterande losningarna ges av t = ++/3.
Alternativt kan vi se detta genom

th—22=3t-6 & t*(t-2)=31t—-2) < t=2ecllert’=3.
Eftersom t > 0 sa ger t = —+/3 ingen l6sning. For t = /3 giller att

- Inv3 In3
X=V3 e o= n2 22

och for ¢t = 2 giller att
2"=2 & x=1
(b) For att alla logaritmer i ekvationen ska vara definierade krivs att
422 +1=(2+1)?%>0 < z#-1,
att x > —1, samt att > 1. Vi maste alltsa krdva att © > 1. For dessa x giller att
In(z +1)? 2In(z +1)
In(z +1) In(z + 1)

& l=zr—-1 o z=1+¢

=In(z —1) =ln(z—-1) < 2=In(z-1)

som uppfyller kravet.

Svar: (a) =

_ _ 2
21n26116ra:-1 (b) z =1+e".

4. (a) Tva Euler-omskrivningar visar att

3 eix + efix 61’3:6 - efi?)x 1 €i4x o €7i2:13 + 62’21 o 67i4x
COSZ - SIN oxr = = =
2 21 2 21

L . .
=3 (sindx + sin 2z) ,

och
. eiGz + 67161 6i2:p . efiQm 1 6i83c - ei4gc + €7i4x - 671'890
cos 6x - sin 2z = - = - -
2 21 2 21
1, . )
=3 (sin 8z — sindz)
sa

1
cos x - sin 3z + cos 6x - sin 2z = 3 (sin8x + sin2z) .



(b) Enligt definitionerna géller att

COsS U = cos 3, u==4342mn, n € 4,
u = arccos(cos3) &

u € [0, 7], u € [0, 7]

& u=3
och

sinv = sin 3,

v = arcsin(sin3) < { [—7/2,7/2],

v:3—1—27m ne€d, ellerv=mr—-342mn, n €4,
7r/2 7/2].

V=

Alltsa kommer

o <1 N arcsm(sm3)> . (1 L= 3) o (Z) _i

arccos(cos 3) 3 3

1
Svar: (a) 5 (sin 8z + sin 27z) (b) V3
. Vi bérjar med att hitta definitionsméngden D;. For att den inre logaritmen ska vara
definierad sa maste 1+ 2x > 0. For att nésta logaritm ska vara definierad maste

1 1
1-In(1422) >0 < In(l+2z)<1 & 0<l1l+2zx<e < —§<x<§(e—1)

eftersom In &r stréangt vixande. Alltsa kommer Dy ges av
1 1
Dr=|—=, =(e—1)]|.
1 } 5 5 e—1) [
For x € Dy sa giller att

y=f(z) & y=lh(1l-In(1+2z) < e =1-In(l+2x)
& In(l+2z)=1—-¢ & 142x=-exp(l—¢Y)
1
& xza(exp(l—ey)—l).

Alltsa kommer
(exp(l—e¥)—1).

% (exp (1 —e¥) —1).

. Det komplexa talet 3i — v/3 ligger i andra kvadranten (Rita!) och kan skrivas
3i — V3 = 2V/3e /3,
Pa samma sétt (Rital) (i tredje kvadranten),

—3 — 3i = 3v/2eP/4,



Detta medfor att

(3i _ \/§> (—3— 3i) = 6762345/ _ 6:/6ei237/12 — g1/Ge—im/12,
Lat nu z — 3 — 3i = w och w = re?¥, diar r > 0 och ¢ € R. Da maste

{ﬁ—6ﬁ&4ﬁ%r2@

W = 15650 — G1/G e—im/12
50 = —w /12 4+ 27mn, n € Z.

2
Detta visar att r = 6°/1° och ¢ = —g—o + %, n € 7.

Im

Eftersom z = 3 + 3¢ + w blir nu vara l6sningar

2n7r)

=34 3i+6¥00F%) 5 =0,1,2,3,4

Hér har vi valt att endast numrera de l6sningar 3T
som dr unika (ndr n = 5 far vi samma 16sning
som nér n = 0 etc). Observera dock att for ek-
vivalensen i ekvation (1) maste vi ha n € Z

godtycklig. | Re

Svar: z — 3+ 3i + 6310 (=5 %%) 5, —0,1,2.3,4.

. Om vi betraktar formeln sin 2x = 2sin x cos x, sa ser vi att

. .z T 9 . T T T n . T T T
sinx = 2siln—cos— = 2“°sin—cos—cos — = --- = 2"sin — coS— - ...+ COS —.
2 2 4 4 2 n AL 2

Om vi antar att 27"z # kr for alla k € Z, sa kan vi dela med 2" sin% och erhaller da

att )
sin z T T x
— = COS — - COS © ... COS —.
2" sin 2% AL on—1 2

Alltsa ges ekvationen i uppgiften av

sinx n . .
— =2 & sing = sin —
2" sin o AL
x x
& m:2—n—|—27rmellerx:7r—2—n—|—27rm,

dér m € Z och vi antar att 27"z # kx for alla k € Z. Vi erhaller alltsa att

T Lo o . 1 5 o 2mm 2" tlorm
r=— m x(1l—— ) =2mm T = =
ogn T on T 1—2n  on_1
eller
x 1 7(2m+1) 2"71(2m+1)
=1——42 & 1+ — | =7x2m+1) < = - ,
T =T 2mm x(+2n) m(2m+1) T on 1



Det aterstar att reda ut nér dessa losningar traffar multipler 2"kn for k € Z eftersom
dessa inte dr 16sningar. Detta faktum foljer av att alla cos-faktorer blir 1 eller —1. Vi ser

att
2mm

1—2"
sa k = 2p for nagot p € Z ar nodvéndigt. Saledes maste vi krava att m # p(2" — 1) for
alla p € Z. Pa liknande sétt ser vi att

=2"tk & k(2" -1)=2m,

om + 1
TEMAD ik e R20 1) —2m 41,
1+2n

sa k= 2p+ 1 for nagot p € Z. 1 sa fall giller att
2"+ 1)2p+1) =2m+1 & 2"p+2"+2p=2m & m=p@2"+1)+2""
Vi maste alltsa kriva att m # p(2" + 1) + 2" 1,

gntl 2™(2 1
o WI,mEZséattm#p(Z"—l) férallapGZellerx:ﬂ%

m € Z s att m # p(2" +1) + 2" for alla p € Z.

Svar:. r =7 ,
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