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ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som maojligt.

Uppgifterna bedéms med 0-3 poéng. For godkint betyg (G) récker 9 podng. Podngen pa

godkanda duggor summeras och avgor slutbetyget.

Svar mm finns att hamta pa kurshemsidan efter duggans slut. Resultat meddelas i e-brev.

1.

J

101

(a) Los ekvationen V12 — 222 — x = 4.

(b) Berékna Z (4% +2%).

k=2

(a) For vilka z ar

In(z +4)
In(8 — x)

=27

(b) Vilka reella x uppfyller sambandet e* — 4¢™* = 37

(a) Finn alla l6sningar till ekvationen cos 2x = sin 3z.

1
(b) Antag att cosv = £ Bestam alla varden som sin 2v och cos 2v kan anta.

(c) Beriikna sin <arctan (_%»

. Los ekvationen sin 3z — cos 3z = 1.

. Bestdm D; och (om mdjligt) ett uttryck for f~' om f(x) =

1
. Berdkna v = 2 arctan \/5 + arccos §

n
. Visa att Z sin 2kx =
k=1

sin(n + 1)z - sinnz

sin x

forn>1och z# mnx, m e Z.



Losningsforslag TATM79 2018-10-01

1. (a) Lat oss stuva om i ekvationen for att sedan kvadrera bada leden (observera att det
da bara blir en implikation!):

VI2-222 —x=4 & VI12—-222=4+=x

= 12—-22*=(4+2)* =16+ 8z + 2?

2
& 3x2+8x+4:3<x+§) (x+2)=0

2
& :C:—§ eller == —2.

Eftersom vi har en implikation maste svaren testas. Om x = —2 ser vi att
=V12-8+2=V4+2=14
2

sa x = —2 dr en l6sning. Om = = —— &r

/ 4 2 /100 2

12 — — _ = _— _ = — =

9 3 9 * 3

Eftersom vénsterled och hogerled stdmmer 6verens dven hér sa ar © = —zen 16sning.

(b) Vi delar upp summan i tva delar som var och en dr geometriska med 101—-2+1 = 100
termer. Den forsta summan har 42 som forsta term och kvoten 4 medan den andra
summan har 22 som forsta term och kvoten 2:

101 101 101 4100 1 2100 1
4k 2k 4k 2k — 42 — 22 . —
SIS S R -
16 1 28
E— 4100 -1 4 2100 - 1) == 4102 2102 _ =
7 ) +4( )= 54"+ .
2 1 28
Svar: (a) v = —2 eller x = -3 (b) 3 4102 4 9102 _ 3

2. (a) For att alla logaritmer i ekvationen ska vara definierade krévs att + > —4 och = < 8.
Antag att = uppfyller dessa villkor. Da géller (eftersom In &r injektiv) att

1 4
%:2 & In(x+4)=2In(8 —2) =In(8 — z)?
& r+4=08-2)?=64—162+2> < 2°—17T0+60=0
17 7
= + —
2 T

dédr x = 12 inte uppfyller att x < 8 men x = 5 uppfyller bada villkoren.
(b) Lat t = e* > 0. Vi kan da skriva ekvationen som
4

t—¥:3 & tP—-3t—4=0 < t=4dellert=—1.

Eftersom t > 0 sa kan endast ¢ = 4 ge en 16sning:

Svar: (a) z =5 (b) z = 1In4.



3. (a) Eftersom
sin 3z = cos (g — 3x>

sa galler att

cos2r =sindr & cost:cos<g—3x) & i2x:g—3x+27m,

sa
s T 27n
5%4 2+7rn<:>x10 5,n€,
eller
s

x:§+27rn, n € 7.
Notera att vinklarna g—i- 2mn redan finns med bland de forsta vinklarna vi fick fram,

2
sa det riacker med svaret % + %n7 n € 7.

(b) Da cos?x +sinx = 1 sa giller att

2
sinv = + 1—(%) = @zi%ﬁ

1
om CoSv = £ Alltsa maste

46

sin2v = 2sinv cosv = £ ——

25
och
cos2v = 2cos?v — 1 = 2 1= —§.
25 25
(c) Vi vet att arctan(—t) = — arctan(t) och sin(—t) = —sint, sa

sin (aretan (=) ) = = sin (aretan (72 )

1 T
Eftersom o = arctan| — | € }0,—[ kan
(\/6) 2

vi direkt rita upp en réatvinklig hjélptriangel \rk

dir tana = ——. Ifran denna triangel ser vi 1

V6

att sinoy = —.

Vi 6

1 1
Med andra ord géller att sin (arctan (——)) = —sin(a) = ——.

V6 V7
2 4 2 1
Svar: (a) z = 4 ﬂ, neZ, (b)sin2v= ig_\ég och cos2v = —2—2, (c) VA

10 5
4. Vi anvénder oss av hjilpvinkelmetoden och skriver om vénsterledet som C'sin(3z + v)
med C' > 0. Da ska alltsa, enligt additionsformeln for sinus,

C'sin(3z 4+ v) = C (sin 3z cos v + cos 3r sinv) = sin 3z — cos 3z



Genom att, till exempel, lata = 0 och = = 7 /6, erhaller vi sambanden

Ccosv = 1.

{Csinv = —1,

For att bestamma C kvadrerar vi dessa ekvationer och summerar for att finna att
C? = C*(sin® v + cos®v) = 2.

Alltsa ar C' = /2 ett lampligt val, och vi finner v genom att losa

1
cosv = —,
\_/? & Uz—%—i—er,nEZ.
siny = —
V2
Vi viljer v = —%. Vi ska nu 16sa ekvationen

¢%m¢m—g):1 = $n@x—%>:$%

3ZL’—ZZZ+2717T,H€Z,

4 4
EN eller
3
3x—%:£+2nﬂ, n e 2.
Vi erhaller alltsa l6sningarna
s n 2nm 1 s n 2nm
T=—=+— eller r=—-4+——
6 3 3 3
for n € Z.
2 2
Svar:a::%jt%n,nez, ellera::g%—%n,nez.

. Vi borjar med att reda ut storsta mojliga definitionsméngd. For att logaritmen ska vara
definierad maste vi kriava att
2 — 1
x4+ 3

>0 & zx< -3 eller x>%.

Detta kan ses med hjéalp av tex en teckentabell:

1
-3 Z
2
r+3 | — 0 + +
20 —1 | — - 0 +
2z —1
g — 0
r+3 R *

Vidare sa far ndmnaren inte bli noll, vilket sker precis da

m(%_1>: o ol L Ly




Definitionsméngden blir saledes
1
Df :]—OO, —3[ U :|§, 4|: U ]4, OO[

For x € Dy géller att
1

o 1 (21’—1) 1 - 2 — 1 (1)
—_— n == =exp |~
In (22-1) r+3 r+3 P Y

y:

Svar: Dy = ]—o0, =3[ U ]%, 4[ U J4, oo[ och f~H(y) =

. Additionsformeln fér tangens visar att

1 tan (2 arctan (\/5)) + tan (arccos (%))
tan (2 aretan <\/§) arecos (§)> B 1 — tan (2 arctan (\/5)) tan (arccos (%)) .

Genom att utnyttja additionsformeln igen foljer det att

tan (2 arctan (\/5)) = % = —2V2.

Att hitta tan(arccos(1/3)) &ar lite vérre, men
inte sa mycket. Lat uw = arccos(1/3). Da

dr cosu = 1/3 och 0 < u < m/2. Vi ritar en V8
ratvinklig triangel med lampliga katetlangder.
Ur denna ser vi direkt att att tan(u) = v/8:

Alltsa kommer

tan (2 arctan (\/5) + arccos (%)) —

tanv =0 <& ov=nm newl,

Da

sa maste

1
2 arctan (\/5) + arccos (5) =nr

for nagot heltal n. Vi uppskattar storleken pa ingaende arcusfunktioner:

1
% < arctan (\/§> < g och 0 < arccos (5) < g



Hér har vi anvént att arctan dr stringt vixande, arccos ar strangt avtagande, samt kidnda
standardvinklar. Alltsa &r

1 3
g < 2arctan <\/§) ~+ arccos (5) <7+ g = ;

Det foljer nu att n = 1 dr nédvéandigt.

Svar: 7.

. Eftersom sin(2kz) = Im(e™7) sa giller att

n n n 2nr __
Z sin 2k — Z Im (ei2kx) — Im (Z €i2kx> — Im (em . 661% = 11) 7
k=1 k=1

k=1

dér vi utnyttjat att summan blir geometrisk med n termer, kvoten e* samt forsta

termen e?®. Den sista likheten giller under forutsittning att e® # 1, det vill siga
nér x # mm, m € Z. Vi kan nu skriva

i2nT inT inT —inT ;o
e € —1261.%.6 e —e _ i(nt1)e  20SINNT
ei?r — 1 giv it — gTim 2isinx
. sin nx
= (cos(n + 1)z 4+ isin(n + 1)x) - ——.
sin x

Den eftersokta imaginédrdelen ges saledes av

sin(n + 1)z sinnx

sin ’

vilket var vad vi ville visa.

Svar: Se ovan.
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