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Tillampad matematik

Dugga 2 i Matematisk grundkurs
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Inga hjéalpmedel ar tillatna (penna, radergummi, linjal, passare och gradskiva far anvindas).

Losningarna skall vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som maojligt.

Uppgifterna bedéms med 0-3 poéng. For godkint betyg (G) récker 9 podng. Podngen pa
godkanda duggor summeras och avgor slutbetyget.

Svar mm finns att hamta pa kurshemsidan efter duggans slut. Resultat meddelas i e-brev.
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1. (a) Los olikheten - ; +
x

42
42
(b) Skriv Z (k )342_’“2’C pa enklast mdjliga form.
k=0

2. (a) Finn alla 16sningar till ekvationen v/3tanz = —1.
1 5

(b) Berdkna tan o och sin 5 om « = arcsin 1 och f = 2arctan ITh
3. (a) Vilka x uppfyller sambandet In42* = 2In(z + 5) + In 2°?

(b) Lés ekvationen 49% — 7°*1 412 = 0.

(c) Visa att 27 - 3% = 6° for alla reella x.

Réaknelagar for In och exp far anvindas utan att du forst bevisar dem.
4. Skriv sin 3z cos® 4z som en summa av cos- och/eller sin-termer.
Los ocksa ekvationen 4sin 3z cos® 4z = 3sin 3z — sin 5.
1—i\"

5. (a) Skrivw = a formen w = a + bi, a,b € R.

@ <\/§ + z) b

(b) Finn alla komplexa losningar till ekvationen 2° = 1 4 2i.
6. Bestdm D; och (om mdjligt) ett uttryck fér f~' om f(x) = In (2\/1 —r—2V1+ a:)
7. Berakna i ") aresin [ = — mk forn=1,2,3

. 2\ 1 o =1,2,3,....

(1p)

(2 p)



Losningsforslag TATM79 2016-10-22

1. (a) Forst skriver vi om olikheten for att fa nagot som ér enklare att studera:

x4+ 2 2?4 2x — (8 +3)(2—3z) 252> —5x—6
x-2_3x>8$+3 & 5 g = 5 g >0
— 2
(x —3/5)(z +2/5) 50
2 -3z
Vi gor ett teckenschema for det funna uttrycket.

—2/5 3/5 2/3
r+2/5 - 0+ + +
r—3/5 — - 0 + +
2 — 3z + + + 0 -

(x —3/5)(z +2/5) ®

9 3y + 0 0 + &

Vi ser ur tabellen att uttrycket dr positivt precis da @ < —2/5 eller 3/5 < x < 2/3.

(b) Direkt fran binomialsatsen erhaller vi att

42
Z ( 4}3 ) g42-kok _ (3+ 2)42 _ 542

k=0
Svar: (a) x < —2/5 eller 3/5 < x < 2/3 (b) 5*.
s 1
2. (a) Tangens ar periodisk med perioden 7 och tan (——) =——sa
(a) Tang p p G 7

T
V3tanz = -1 < tanz = — & x:—g+n7r,n€Z.

Sl

1
(b) Vi ser att o = arcsin 1€ }O, g [

Eftersom 0 < o < 7/2 kan vi direkt rita upp

en ritvinklig hjilptriangel diir sina = 1 Ifran 4
1
denna triangel ser vi att tana = —.
g V15 o'
V15
N . : o ) s
For att berdkna sin 3, lat v = arctan ' € ]0, 5 [
5
En ratvinklig hjalptriangel déar tanv = T2 visar
5 12 13
att sinv = — samt cosv = —. Vi utnyttjar 5
sinus for dubbla vinkeln och erhaller att
5 12 120 v
sin2v = 2sinvcosv =2+ — + — = —. C
13 13 169 12
1 120
Svar: (a) z = —g +mn,ne€Z, (b)tana = it (c) sinf = 169"



3. (a) For att alla logaritmer i ekvationen ska vara definierade krévs att « # 0 samt > —5.
Antag att = uppfyller dessa villkor. Da géller (eftersom In &r injektiv) att

Indz® =2In(r +5)+Inzr* <& Ind+Inz®=In(r +5)* + Ina?
& 4= (r+5)?
& x=-5=£2,
dédr x = —7 inte uppfyller villkoret men x = —3 gor det.

(b) Vi ser att uttrycket &r en andragradare i 7* och faktoriserar darfor:

49° — 7" 412 = (T%)2 = 77" + 12
(7 TY 49, 88
B 2 4 4

()3
= (7" —4) (7" - 3).

Saledes ges losningarna till ekvationen av

In4 In3

=4 - x:m och =3 x:m.

(c) Eftersom
In(2*-3")=In2"+n3"=zln2+zm3=2(In2+1n3) =2In6 =1n6"

och In &r injektiv sa foljer det att 2% - 3* = 6°.
In4 In3

Svar: (a) x = —3 (b) z = o eller r = 7

(¢) se ovan.

4. Enligt kiind formel fér cos?t och Eulers formler kan vi skriva

1 8 1
sin 3z cos? 4x = sin 3x (M>

1
5 = 5sin?)m—l—ésinSmcosSx

L. 1 13T —13T 18T —18x
:§s1n3x+§(63 — e ) (e 4 e7)

1 1 ) A ) A
= 5 sin 3z + 5 (621130 _ e—zllx _ (61530 _ 6—15:1:))
1 1
=3 sin 3x + 1 (sin1lz — sin bz) .

Ekvationen vi vill 10sa kan darfor skrivas

4sin 3z cos?4r = 3sin3x —sinbxr < sinllz = sin 3z
™

llzx =3x+2mn, neZ xZI,nEZ
= eller & eller
Nz =m—3z+2mn, n €2 x:% %7HEZ.
Svar: sin 3z cos® 4z = lsin3x + ! (sinllx —sinbx); © = T eller © = — + ™ ez
. - 2 4 ) - 4 - 14 7 P .



D.

(a) Det komplexa talet v/3 + i ligger i forsta kvadranten och kan skrivas
V34i =3+ 1™ =215,
Pa samma sétt, .
1—i=+2e ™1
Detta medfor att
T 15
1 —i _ Q —im/A—ir /6 _ o—15/2 —iT5n/12 _ o—15/2 —i6m—ir/4
= e =2 e =2 €
V3 +i 2
1
— 9152 (cosg _isin %) — 928 (1 ) = 2562.
(b) En binomisk ekvation 16ser vi genom att ga over till polira koordinater. Lat z = re
for » > 0 och 6 € R. Vi soker alla l6sningar till ekvationen
23 =3 =14 2. (1)
Det komplexa talet 1 + 2¢ ligger i forsta kvadranten och kan skrivas
1492 = \/geiarctan2'
For att (1) ska gélla maste hogerledet och véansterledet ha samma absolutbelopp och
argumenten maste stimma 6verens upp till en heltalsmultipel av 27. Saledes maste
3 _ g1/2 _
r’ =25 och 30 = arctan2 + 2mn, n € Z.
Eftersom r > 0 maste r = 5!/6 (enda majligheten), och § kan vi 16sa ut ur den andra
ekvationen som
0 arctan 2 n 2mn c7
= n .
3 3
Losningarna till (1) ges alltsa av
- 51/6€i(arctan2+27rn)/37 ned.
Eftersom losningarna ligger jamt fordelade pa en cirkel och det finns precis 3 16sningar
sa racker det med, tex, n = 0,1, 2.
1—1 L
Svar: (a) ! (b) z = pl/6ilarctan2+2m)/3 =y — ) 1,2,
256
Vi bérjar med att reda ut stérsta mojliga definitionsméngd. Vi ser direkt att —1 <z <1

ar kravet for att bade v/z 4+ 1 och v/1 — = ska vara definierade. Antag att detta &r sant.

Vidare maste aven

2Wl—z—2V14+2>0 < Vi-z>Vl+zxz < l1l—z>1l4+42x <& z<0.

Hér har vi utnyttjat att —1 <z <1, \/a > 0 for alla a > 0, samt att funktionen x +— x?
ar strangt vixande for icke-negativa x. Alltsa blir Dy = [—1,0][. Lat x € Dy. Da géller att

y:ln(zm_zm) o




dér vi kvadrerat ekvationen i sista steget. Vi sorterar om och kvadrerar igen:

e e e
vVi—-22=1—- — 1l—2?2=1— — 4+ —
* g . TR

N , €% e

' = — — —

4 64

ey
& = :|:§\/ 16 — e?v.
Vi har alltsa tva alternativ till ett eventuellt uttryck for en invers. Nu vet vi i forvag

att © < 0 (for att © € Dy), sa vi ser direkt att den positiva 16sningen inte kan vara
aktuell. Saledes finner vi hogst en 16sning for varje y sa detta maste vara ett uttryck

for f~1(y).
Svar: D; = [—1,0[ och f~!(y) = ——V16 — 2.

7. Forst ser vi till att allt 4r definierat for alla n = 1,2, ... Vi ser att

T w 7wk T ™ T

474 o2n " 4 2n 4

k
férallak:0,1,2,...,nochd§i% < 1 sa ér arcsin (Z—%) definierat for k = 0,1,...,n
n

eftersom Dgyesin = [—1, 1]. Lat nu

n . (7T Tk
ck—<k)arcsm(z—%>, k=0,1,...,n.

n
Vi vill berdkna summan S = Z c. Vi ser att
k=0

B n (m mln—k)\ [ n . T Tk\\
Cn—k = n—k arcsin Z — T = k arcsin { — Z — % = —Cg,



dar vi utnyttjat att ( Z ) = ( " i I ) och att arcsin(—t) = —arcsint for alla ¢ i

intervallet [—1,1]. Termerna i summan uppvisar alltsa en symmetri ¢, + ¢ = 0, sa

S=c+aca+--+c, N 25 = (co+cp)+(c1+ 1) + -+ (cn + o)
S:cn+cn_1+-~-+00 =0+0+4+---4+40=0

vilket innebéar att S =0 forn=1,2,3,...

Svar: Summan blir 0 for allan =1,2,3,....
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