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Tillampad matematik

Dugga 2 i Matematisk grundkurs
2016-09-26 k1 8.00-12.00

Inga hjéalpmedel ar tillatna (penna, radergummi, linjal, passare och gradskiva far anvindas).

Losningarna skall vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som maojligt.

Uppgifterna bedéms med 0-3 poéng. For godkint betyg (G) récker 9 podng. Podngen pa
godkanda duggor summeras och avgor slutbetyget.

Svar mm finns att hamta pa kurshemsidan efter duggans slut. Resultat meddelas i e-brev.

1.

(a) Bestdm alla losningar till ekvationen 2v/3 + v + 2 = /37

76
(b) Finn alla reella losningar till ekvationen Z (7;) 2k 707k — 1.
k=0

(a) Lés ekvationen Inz? = In2 + In(3 + z) + In(4 + z).

2

(b) Vilka z uppfyller sambandet % =e!"?

a) Finn alla 1osningar till ekvationen cos ( 3z — ) = cos | 2z + il .
(a) g i 5
(b) Los ekvationen 2sinz = tan z.
3
(c) Berdkna sin (arccos (_é_l))
6333 _ 62z
a) Finn alla reella losningar till ekvationen ——— = 4.
(a) g T
er —

(b) Visa att (eix)Q = ™ for alla z € R.
Endast trigonometriska raknelagar far anviandas utan bevis.

4 :

Bestim D; och (om méjligt) ett uttryck for f~! om f(z) = w.

7 — 4arcsinx

5

5

For vilket /vilka komplexa tal z giller det att 2" = (Q> ?
—1

Faktorisera p(x) = 82° — 62 — v/3 sa langt som majligt, t ex genom att forst bevisa

att a = cos 17T—8 ar ett nollstalle till p.



Losningsforslag TATM79 2016-09-26

1. (a) Viisolerar v + 2 och kvadrerar ekvationen (observera att det da bara blir en im-
plikation!):

2V3+Vr+2=21V3 Vi +2 =3z —2)

=
= o+2=3x—2)*=32"— 122+ 12
=

13 10
- x4+ =0
3 3
13 7
& r=—d4-
% 76

Eftersom vi har en implikation maste svaren testas. Om = = 20/6 = 10/3 ser vi att

4v/3  10v3 10v/3
VL:2\/§+\/16/3:2\/§+T\/_=T\/_ och HL:T\/_
sa x = 10/3 &r en 16sning. Om x = 6/6 = 1 &r
VL=2vV3+V3=3V3 och HL=1-V3=13.

I detta fall stimmer vénsterled och hogerled inte 6verens, sa x = 1 dr ingen 16sning.
(b) Direkt fran binomialsatsen erhaller vi att

76

Z ( 7]{:6 ) 2]61,76—14: — (2 +ZL’)76,

k=0
sa s
> ( 7k6 ) k=1 & (242)%=1
k=0
& 24r=+1 & r=-2x1
10
Svar: (a) z = 3 (b) —1 eller —3.

2. (a) For att alla logaritmer i ekvationen ska vara definierade krévs att = # 0, z > —3,
samt x > —4. Totalt sett maste vi alltsa kréva att x > —3 och x # 0. Antag att x
uppfyller detta villkor. Da giller (eftersom In &r injektiv) att

In(z*) =2+ n(B+2)+nd+z) < In(z®)=m23+z)4+2))
& 22=203+1)4+2)
& P+ 14r4+24=0
& x=-—-T+5,

dér x = —12 inte uppfyller villkoret men x = —2 gor det.
(b) Vi logaritmerar bada leden (allt &ar positivt for alla z € R):

22

2T$:el7 & 22—2xln2=17

& (-2 =17+ (In2)?
& x=In2+/17+ (In2)%

Bada alternativen l6ser ekvationen (vi har ekvivalenser hela vigen).

Svar: (a) z = —2 (b) z =1In2 £ /17 + (In 2)2.



3. (a) Ur enhetscirkeln ser vi att

,3x—g:2x+g+2wn,nez

coS (395—%) = COS (21‘—#%) & eller
\3x—g:—2x—g+27m, n ez
'xzi—g—i-%m, nez
& eller
\x:i—g—l—%?n, n € 7.

(b) Eftersom

1
2sinx = tanxr & sinx(Q— ):O
cos T

o o ) 1 . :
sa maste endera sinx = 0 eller cosz = 7 Vi 16ser dessa ekvationer:

smr=0 & z=n7w
och ]
CoOST = 3 & x:i%+2n7r,
dér n ar ett godtyckligt heltal.

(c) Eftersom arccos(—3/4) € [0, 7] sa &r sin(arccos(—3/4)) > 0. Trigonometriska ettan
visar ddrmed att

i () e ()

8 2 2
Svar: (a)x:1—§+27m,nEZ,ellerx:%—i—%,nEZ,

(b) z =nm, n €Z, ellera::j:%+2n7r,nez,

\]

4. (a) Genom att bryta ut e** i tiljaren ser vi att

36390 _ €2x 6290 (3690 _ 1)
= =4 & =4
3¢t — 1 37 — 1 ¢

& 2r=In4=1n22=2In2
& r=1n2.

Den enda 16sningen ges saledes av x = In 2.

Alternativt. Om vi later ¢t = e kan vi skriva om ekvationen enligt

30—t

4.
3t—1




Hér kan vi faktorisera téljaren enligt 3t* — t* = ¢*(3t — 1) och ater igen férkorta en
faktor. Ser man inte det far man anta att 3¢ # 1 (annars blir det nolldivision). Da
géller att
3% — 12
3t—1
Gissning av rot (¢ = 2 till exempel) och polynomdivision visar att

=4 < 3-—t*—12t+4=0.

1
3P —t? — 12t +4 = (t —2)(3t* + 5t —2) =3(t — 2)(t + 2) (t—g) :
. . . I .. . . ..
Kandidater &r alltsa ¢ = £2 och t = 3 Vi har antagit att 3t # 1sat = 3 &r ingen

16sning. Vidare maste ¢t > 0 (eftersom e* > 0 for alla z), sa t = —2 ger inte heller
nagon l6sning. Endast
t=e"=2 & x=In2

16ser ekvationen.
(b) Fran definitionen av €™ erhaller vi att

2 2 2z

(€")? = (cosz +isinx)? = cos®  — sin® x + i2sin x cos v = cos 2z + isin 2z = ¢’

dar vi endast anvant valkanda formler for cosinus och sinus for dubbla vinkeln.
Svar: (a) x =1n2 (b) se ovan.
. Vi borjar med att reda ut stérsta mojliga definitionsméngd. Vi ser direkt att —1 < x <1
ar kravet for att arcsin x ska vara definierad. Vidare far inte

. T 1
arcsiney = — & =

4 V2
Alltsa blir
Df:{xGR:—lgxgl, x;«éi}: {—1, i{u]i7 1]‘
vz vl

Lat z € Dy. Da giller att

_ m/4+ arcsinx

7T , s :
= : y <— — arcsin :L’) = — + arcsinz
/4 — arcsin x 4 4

—_

<

T

4 y+

= x:sin(z-y;l).
4 y+1

Eftersom vi finner hégst en 16sning for varje y sa maste detta vara ett uttryck for f=1(y).
Observera att det endast dr implikation i sista steget ovan!

& arcsinx =

<
—

1 (T oy—1
. = = < < e -1 = e .
Svar: Dy {xER 1<z<1, z# \/5} och f(y) 8111(4 y+1)

. En binomisk ekvation 1éser vi genom att ga 6ver till polira koordinater. Lat z = re
for r > 0 och # € R. Vi soker alla l6sningar till ekvationen

o7 e (ﬁ—‘) | 1)

0



Det komplexa talet /3 — i ligger i fjirde kvadranten och kan skrivas
VB —i= BT Te /6 = e /6,

Pa samma sétt, ‘
1—i=+2e""",

A9 5
<\/§ - Z) _ (ie—iw/6+i7r/4> — 95/2,5m/12
1—4 V2 ‘

For att (1) ska gélla maste hogerledet och vénsterledet ha samma absolutbelopp och
argumenten maste stimma Gverens upp till en heltalsmultipel av 27. Saledes maste

Detta medfor att

5
T =22 och 79:1—72r+27m, n € 7.

Eftersom r > 0 maste r = 2%!* (enda mojligheten), och 6 kan vi 16sa ut ur den andra

ekvationen som
ST 2mn

g— 2" 2
817

, ne’.

Losningarna till (1) ges alltsa av

z = 25/14ei(%+%7n) n e 7.

Y

Eftersom losningarna ligger jamt fordelade pa en cirkel och det finns precis 7 16sningar sa
riacker det med, tex, n =0,1,2,3,4,5,6.

Svar: » = 2/Uei(55+5%) 1, =0.1,2,3,4,5,6.

. Enligt ledningen ska cos 118 vara en rot sa vi borjar med att verifiera detta. Eftersom

) 3
iz | iz 1 . , , , cos 3r + 3cosw
cosd ¢ = (%) _ g (637,95 + 3¢ 4 37 4 6—313:) _ . ,

vilket foljer av Eulers formler och binomialsatsen, ser vi att

p<cosl7r—8> :2COS%+6COS%—6COS%—\/gz\/g—\/g:().

™
Lat a = cos 8 Vi utfor en polynomdivision med x — a.

8x? + Sar + 8a’ —6
8x3 — 6r — V3 |lz—a
(823 — 8ax?)
Sazr? — 6r — V3
- (8az?* — 8a’x)
(8a% — 6)xr — V3
— ((8a®> = 6)r — (8a® — 6a))

8a3 — 6a — /3



Observera hir att sista raden blir noll eftersom 0 = p(a) = 8a® — 6a — /3. Saledes kan vi
nu faktorisera klart polynomet:

p(z) = (z — a) (82% 4 8ax + 8a® — 6)

— 8(z — a) ((a:+ 3)2 + 3“24_ 3)

RPN =AY AIEY: & 24}

m ° .. .
Hir dr det viktigt att notera att a? < 1 eftersom a = cos Tt sa kvadratrotterna ovan &ar

s
definierade. Dessutom blir 1 — a? = sin 5 enligt den trigonometriska ettan, sa svaret

gar att uttrycka lite enklare. Som svar kan man ténka sig ett av foljande tre alternativ.

Svar:

p(z) =2(x — a) (Zx—l—a—i—\/m) <2x+a—\/m>
=2 (a: — cos 17T—8> <2x+cos (;T—8> +v/3sin (%)) <2$+cos <118> —V/3sin (f—g))

=5 (o= con ) (wreos (T2 ) (24 os (T3) ).

I den sista likheten har vi anvéant hjalpvinkelmetoden for att sla ihop summorna av cos
och sin.
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