Losningsforslag TATM79 2019-01-09
1. (a) Vi sorterar termerna och faktoriserar:
P ra?>20 & 2@*+2-2)>0 & r(@+2)(z—1)>0

En teckentabell:

—2 0 1
T+ 2 - 0 + + +
x — - 0 + +
x—1 - — - 0 +
r(z+2)(z-1)]|—- 0 4+ 0 — 0 +

Vi ser i tabellen att uttrycket ar positivt precis da —2 < x < 0 eller x > 1.

(b) Genom att skriva om ndmnare och téljare i braket pa lamplig poldr form sa ser vi

att
_ 12 e\ 12 12
L=iv3) - _ (VAP A —itr/sian/a)
% —2 /Reisn/4 /2
12

ie—i(rr/3+3ﬂ'/4) _ 1 i3 _ 1

NG 64 64°
(c) Enligt binomialsatsen sa giller att

eer =3 (1)t (2)

5
k=0

sa med x = 1 erhaller vi att
5
5 5
> ( L ) =2° =32,
k=0
Man kan givetvis direkt rikna ut de 6 termerna i summan ocksa (Pascals triangel).

1
Svar: (a) —2<z <Oellerz>1 (b) ~5i (b) 32.

2. Latt =¢e* > 0. For t > 0 sa ar

1++5
TR

1-5
2

e =¥ o 14t=t & t=

1++5
2

< 0.

Alltsa ges den enda losningen av x = In ( ) eftersom ¢t =

Vidare giller att

Infe+e)=142 < e+ef=c-e" & efe—1)=e

& len(eil>:1—ln(e—l).

1++5

Svar: x = In < > respektive z = 1 — In(e — 1).
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2v=4—-4x+2mn, ne€’

sin (2z) =sin (4 —4z) < eller
2r=m— (4—4x)+2mn, n€Z
24+mn
6x =4 +2mn, neZ r=—b—n€l
& eller & eller
—2r=7—4+2mn, n € Z. $=2—<2n;1)ﬂ,nez.

(b)
Dsin =R och ‘/sin = [_17 1} samt Darcsin = [_17 1] och ‘/arcsin = |:_§7 9

()

Lat v = arctan 3. Da géller att 0 < v < /2, sa <Q
. . . N
vi ser direkt ur en hjilptriangel att 3
1
COSV = ——.
V10 v
1
2 2 1 1
Svar: (a) z = —|—7m7 nEZellerx:2—M, neZ (b)seovan  (¢) ——.
2 V10
. Vi ser att

1— 1 1
sin’ 3z cos 2z = <%ﬁx) COS2x = — cos 2x — — cos 6x - cos 2.

En Euler-omskrivning visar att

€i6x + e—iGm ei23: ‘l‘ 6—i2:p
cos 6x - cos 2x =
2 2
1
4
1

sa
1
sin? 3z cos 2z = ~ cos 2z — 1 (cos 8z + cos4zx) .

Man kan forstas anvinda Eulers formler direkt pa ursprungsuttrycket ocksa. Ekvationen

i fraga kan nu skrivas som
1
4sin? 3z cos 2z 4 cos 8z + cosdx = 5
1 1 1
& 2cos2x = 3 & cos2x = 1 < 2x = +arccos 1 + 2mn

1 1
& = i§ arccos (Z) +mn, dirn € Z.
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1 1
Svar: (a) :|:§ arccos (Z) +7n, n € Z.

5. (a) Enligt regler for exponentialfunktionen sa géller att

ez7r/5—l—7r/7 _ 6171—/56”/7.

Da €™ #r ett tal pa enhetscirkeln for alla z € R sa blir da
|€i7r/5+7r/7| — |6i7r/5||67r/7| _ 67r/7 >1,

da exp &r striingt viixande, m/7 > 0 och €® = 1.

(b) Vi soker de z € C sa att
2’ = -32.

Det komplexa talet —32 kan till exempel skrivas
—32 = 2%"".
Lat nu z = re®, diir r > 0 och ¢ € R. D4 maste

5 5
, , r°=2°r=>0,
25 :7”5615@:25 el PEN — (1)
dp =7+ 2mn, n € 2.

2 2 1
Dettavisaratterochgng—i— Zﬂz<n—g )W,nEZ.

Vara l6sningar blir nu

i(2n+1)7\'

z=2e"5 , n=01234.

Hér har vi valt att endast numrera de 16sningar
som #r unika (nér n = 5 far vi samma l1osning
som nar n = 0 etc). Observera dock att for ek-
vivalensen i ekvation (1) maste vi ha n € Z
godtycklig.

Re

Svar: (a) se ovan. (b) z = 2ei(2n;1)ﬁ, n=20,1,2 3 4.

6. Eftersom vi har en geometrisk summa sa kommer summan att ha utseendet
a+aq+aq® +ag® + - -+ aq"”,
dér a och ¢ &r reella tal. I uppgiften ar givet att
a+aq® =14 och a+ aq+ ag® + ag® = 10.

Alltsa maste a(1 + ¢*) = 14 och, om ¢ # 1,




dér vi utnyttjade formeln for en geometrisk summa samt faktoriserade

¢ =1= (-1 +1).

Vidare giller att, savida ¢ # —1,

14
3\ _
Sé 14 14(¢2 + 1)(g + 1) 24
¢ +1)(q + ¢+
10 = +1)(F+1) = =14 ,
G LU Al RIS 1Sy s Rk NP

vilket ger att
1
10(* —q+1)=14(¢*+1) < q=—2ellerq= —5

Om ¢ = —2 blir a = 14/(1 + ¢*) = =2 och om ¢ = —1/2 s blir

14

T /1\3
1-(3)

Fallet ¢ = —1 skulle ge a—a+a—a = 0 # 10 och fallet ¢ = 1 ger att 2a = 14 samt 4a = 10,

sa dessa varden pa ¢ kan ej ge en 16sning. Den femte termen kan saledes anta vérdena

ag* = =2+ (=2)* = —32

4
4 1
aq- =16 - (—5) = 1.

. Vi borjar med att reda ut en definitionsméngd D, dér —2 € Dy, Dy = I &r ett intervall
och V; = [0, 1]. Polynomet kan kvadratkompletteras enligt

2 —dr —3=(x—-2)7°-T.

a = 16.

eller

Svar: (a) —32 eller 1.

Vi ser att

(-2—2)>—-7=9< 3.
Alltsd ar det nodvindigt att 27 < 22 — 4o — 3 < 37 for att kvadratroten skall vara
definierad (annars far vi med virden pa x som gor att sin blir negativ). Men detta krav
ar inte tillrackligt for att funktionen ska vara inverterbar. Genom kvadratkompletteringen
ovan ser vi att vi har en minpunkt da z = 2, sa polynomet x2 —4x —3 ir stringt avtagande
for x < 2 och strangt vixande for x > 2.

Om vi betraktar y = sint sa ser vi foljande.

Y

t
27 5 3\
2




5 5-3.2
Dé§<

)
< 8 < 9 sa ar det tydligt att ?ﬂ < 2% — 42 — 3 ar nodviandigt for att
kunna invertera y = f(x) (med kravet att —2 € Dy). Vi lser de olikheter vi fatt fram:

5 5 5
§§x2—4x—3 N 0§($—2)2—7—77T & |x—2|2\/7+§

1 —4r-3<31 & (r-2?-7-31<0 & |r-2/<V7+3m

samt

Med kravet att intervallet ska innehalla —2 sa géller dessa tva olikheter precis da

2—\/7+37T§x§2—\/7+5§, (2)

Beteckna detta intervall som I. I detta intervall éir dven x? — 4z — 3 stringt avtagande,
sa funktionen kommer att ga att invertera (eftersom det dr en sammanséttning av tva
injektiva funktioner pa I). Vidare ar det tydligt att Vy = [0,1] om Dy = I.

Sa hur ser da inversen ut? For x € Dy = I giller att

y=+/sin(a2 —4x—3) = y’=sin(z® — 4z —3)

arcsin(y?) + 2nw = 2> —dx — 3, n € Z
& L eller

| T~ arcsin(y®) +2nr = 2> —42r -3, n€ Z
(((x —2)* = arcsin(y?) + 2nn + 7, n € Z

& eller

| (z—2)* =7 —arcsin(y®) + 2nw 4+ 7, n € Z.

Genom att titta pa mellanledet i ekvivalenskedjan sa ser vi att endast fallet

7 — arcsin(y?) + 2nm = 2% — 4z — 3

5
ar mojligt med n = 1. Detta eftersom 0 < arcsin(y?) < = och g < 2% —4x — 3 < 3r.

NN

Om vi 16ser ut x ser vi att

z =2 — /31 — arcsin(y?) + 7,

dar vi valde den 16sningen eftersom vi vet att (2) maste gélla. Vi finner saledes hogst en
16sning for varje y, vilket innebér att f~1(y) = 2 — /37 — arcsin(y2) + 7.

Svar: Dy = [2—\/74—37‘(’,2—\/74-5;

samt f~'(y) = 2 — /37 — arcsin(y?) + 7.




