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1. (a) Binomialsatsen medfor att

5
(20 —1)° Z( )2x5k( 1)* = 322° — 802" 4 802® — 402” + 102 — 1.
=0

(b) Eftersom

34 4 (3+44)(3+1) 13 9 3
4i — 3 42132 = 41— — 5= 14—
5, H-3l= 10 + 5 713 5 Tl

géller att realdelen blir —g.

(¢) Summan bestar av 101 termer och har en aritmetisk del med differens 1 och en
geometrisk del med kvot 2. Saledes blir

100 100 100

0+ 100 2101 _1q
(k+2%) = k 2k — 101 - = 5049 + 2101,
kZ:o . Z + Z 2 21 +

Svar: (a) 322° — 80z + 802° — 402* + 10z — 1 (b) —g (c) 5049 + 2101,

2. (a) For att alla logaritmer ska vara definierade krivs att x < 0, x < 2 samt 2z < 7, sa
vi maste krava att x < 0. Antag att z < 0. Da géller (eftersom In &r injektiv) att

In(—z) —In(2—2) —In(7—22) =In3 < In (— = x):é_ 2x)> =1In3
& —r=3(2-2)(7T—2)
, 16
8§ 1
:—:t—
< T 3 3’

7
dér varken x = 3 eller x = 3 uppfyller att x < 0. Ekvationen saknar alltsa losningar.

(b) Eftersom

1 1 1 Int)3+1
0—tnt-nt— L — _(mpzo L (D41
t Int Int Int
foljer det att (Int)> = —1. Eftersom Int #r reell sa maste Int = —1, dvs t = e~ '
Svar: (a) Losning saknas. (b)t=e"

3. (a) Sinus for dubbla vinkeln medfor att

sin2x = 2sinx < 2sinxcosx = 2sinx
& sinz=0eller cosz =1

& xr=1n, n €.



(b) Vi ser att o = arctan /17 € ]0, g [

Eftersom 0 < o < 7/2 kan vi direkt rita upp en

riitvinklig hjélptriangel dér tan o = v/17. Ifran den- \@ »
VIT 1T I

VI8 3v2

na triangel kan vi se att sina =

Da arcsin definieras av sambandet

) ) s T
v=arcsinr < sinv = x och —§§v§§

och sin 677r = sin <7T — 6;) foljer det att

) . b7 ) ( . 7T) T
arcsin | sin — | = arcsin (sin= | = =
7 7 7

T T
eftersom = € [—— —].

17 6
Svar: (a) zr =mn,ne€Z  (b)sin (arctan \/ﬁ) = % och arcsin (sin ;) =

T
=
. Uttrycket x® definieras enligt

z*=exp(alnz), >0, a€R.
Om vi later t = /4, & > 0, 6vergar ekvationen i

120 4+2=3+4 < 33 —12-12t+4=0.

Vi gissar en rot och finner att ¢ = 2 l6ser ekvationen. Polynomdivision av vénsterledet
med ¢t — 2 resulterar i att

5\7 49
3t3—t2—12t+4:(t—2)(3t2+5t—2):3(t—2)((t+6> _%>

:3(t—2)(t+2)(t—é>.

1 1
Om t = 2 blir z = 2* = 16. Om t = —2 saknas 16sning. Om ¢ = 3 blir z = Tk

1
Svar: % = exp (alnz) samt = 16 eller x = TR
. Ekvationen kan formuleras om enligt
Vesine =2+ v2cosz & 6sinz — v2cosz = 2.

Vi anvinder oss av hjilpvinkelmetoden och skriver om vénsterledet som C'sin(z + v)
med C' > 0. Da ska alltsa, enligt additionsformeln for sinus,

V6sinz — V2 cosz = C (sinz cosv + cos zsinv) = C'sin(z + v).
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6.

Genom att, till exempel, lata = 0 och = = 7 /2, erhaller vi sambanden

Csinv = —v/2,
Ccosv = +/6.

For att bestamma C kvadrerar vi dessa ekvationer och summerar for att finna att
C? = C*(sin® v + cos?v) = 8.
Alltséa dr C' = /8 ett lampligt val, och vi finner v genom att losa

V6 V3

COSV = —F—=

. \_/—ig/é 21 & v:—g—l—er,nEZ.
siny = —— = ——
V8 2
Vi viljer v = —%. Vi ska nu 16sa ekvationen

1
\/gsin<a:—%>:2 = sin<x—z):—

6/ V2
x—%—%—i—?nw, n €7,
o= eller
T_5T g €z
r——-=— nw, n )
6 4 ™
Vi erhaller alltsa losningarna
5! 11
x:1—72T+2n7r eller x:1—27T+2n7r

for n € Z.

5 11
Svar: © = 1—72T+27rn, n € 7, eller x = 1—27T+27rn, n € 7.

(a) Vi ser direkt att f(—x) = f(z), sa da Dy = R kan funktionen inte vara injektiv.
Till exempel &r f(—1) = f(1). Dérfor saknas f~'. For g med D, =] — 0o, 0] giller

att (man kan dven sétta t = e® for att se att det dr en andragradsekvation)

Vma) e Wit e WE- el e (@—foyoL

Eftersom y € V, maste y* > 1, ty annars skulle y = g(x) sakna losningar for ett
givet © € D, vilket vore absurt. Da det &ven &r tydligt att y = g(x) > 0 sa kommer

alltsa y > 1. Saledes géller att

ef=y+y?—1

dar endast e = y — \/y? — 1 &r aktuell eftersom x < 0 medfor att e* < 1 och y > 1

medfor att y + v/ y2 — 1 > 1. Darmed har vi visat att

eCF=y—Vy:—-1 & z=hly—Vy2—-1).
Yy Yy (y Yy >

Vi finner alltsa hogst en 16sning for varje y, vilket innebér att ett uttryck for inversen

ges av g '(y) = In (y - \/ﬁ>



1
(b) Enklaste exemplet kanske #r funktionen n(z) = — med D, = {x € R :  # 0}.
x
Figuren nedan visar utseendet.

Uppenbarligen géller inte att om 1 < 25 med x1, x5 € D, sa ar n(xq) > n(xq) i fallet
da x; < 0 och x5 > 0. Men lokalt kring varje punkt = € D, géller sa klart att n
ar strangt avtagande. Problemet uppstar i ”punkteringen” av definitionsméngden
dér funktionen tillats hoppa ordentligt. Fusk? Kan vi hitta exempel pa ett sam-
manhédngande intervall? Ett sitt att konstruera ett sadant exempel &r att skarva ihop
tva funktioner — en véxande och en avtagande — sa det uppstar ett "hopp” som
separerar graferna. Ta till exempel foljande funktion med definitionsméngd [—5, 3].

Y

.\

1

-0.5

Det ar tydligt att varje y-vérde i virdeméngden motsvarar precis ett x-vérde i defini-
tionsméngden, sa funktionen &r inverterbar. Daremot &r den sa klart varken stringt
vixande eller avtagande.

Kan vi konstruera ett exempel som ar definierat pa hela reella axeln? Absolut, med



samma tanke som foregaende konstruktion kan vi betrakta funktionen

—arctanz, x <0,

h(zx) =<
e’ x> 0.

2
Faktorn — har endast ett estetiskt syfte. Om vi ritar upp grafen till A ser den ut

T
enligt foljande:

0.5

Hér ar h varken strangt viaxande eller stringt avtagande pa R, men eftersom varje y-
viirde ger hogst ett z-viirde dr funktionen inverterbar (vad blir A717).

Nu kanske man kan tycka att h &nda i princip 4&r monoton eftersom den &r det
pa olika delintervall, sa den gar att dela upp i tva delar dédr h &r endera stringt
avtagande eller stringt vixande. Skulle den slutsatsen gilla generellt? Gar det alltid
att dela upp i mindre intervall dar funktionen &r strangt vixande eller avtagande?
Svaret dr nej. Betrakta till exempel féljande roliga funktion:

L, er?
d(x):{l—x, reR\ Q.

Funktionen d definieras alltsa enligt d(z) = x om z &r rationell och d(z) = 1—x om x
ir irrationell. P& intervallet ]0, 1[ #r d uppenbarligen inverterbar ty d'(z) = d(z),
men det finns inget delintervall dér d &r vixande eller avtagande. Att ge sig in pa
att rita upp funktionen blir dock problematiskt (varfor?).

For er som ldst envariabelanalysen: kan en kontinuerlig funktion definierad pa ett
intervall vara inverterbar utan att vara stringt vixande eller avtagande pa defini-
tionsintervallet?

Svar: (a) g '(y) =In(y — Vy> — 1) (b) Se ovan.



7. Vi borjar med att skissa hur vénster- och hogerled ser ut.

Y

N
3 Yy = 2arccos

y = arctan 3z

T
-1 =075 -05 -—-0.25 0.25 0.5 0.75 1

-1

Det verkar alltsa troligt att det finns precis en 16sning. Eftersom arctan 3z &r strangt
vixande och 2arccosx ar striangt avtagande kan det maximalt finnas en losning till
ekvationen. Vidare géller att for x < 0 sa &r arctan3xz < 0 och 2arccosz > 0 (om
aven r > —1), sa den eventuella 16sningen kan ej vara negativ. Mer noggrant kan vi se

1
att om —1 < x < — sa giller att
ST S \/5 g

T 7
2arccosr > 2arccos — = 2 - — = — > arctan 3z.

N

1 1
Det kan alltsa inte finnas nagra 16sningar om z < —. Antag darfor att — <z < 1. Da

V2 V2

géller att o = arctan 3z € ]0, g [ och 0 < arccosx < %, dvs 2arccosz € [0, g] . Eftersom
cosinus &r injektiv pa [0, %] ar

2arccosw = arctan 3wz < cos(2arccosx) = cos(arctan3r) & 227 — 1 = cosa.

Da 0 < a < 7/2 kan vi direkt rita upp en ratvinklig

3

hjélptriangel dar tana = 3z. Ifran denna triangel \Jﬁ
1

kan vi se att cosa =

V14922 o

3z

Saldes géller alltsa att

ST R SN 1+922(22° —1) =1

V1 + 922
& (1+92H)dr' -4 +1) =1
& 2*(362" — 3227 +5) =0

1
dér vi utnyttjat att * > — i kvadreringen for att behalla ekvivalens. Eftersom z > 0

V2
medfor detta att

8 5 4\ 2 19
_4_% 2 2 _ 2 ) 1J
0==x x° + (:zc 9) EoYR



Alltsa maste

o 4 V19
i = -+ —.
9 18
1 8++v1 \V V1
Eftersom — < 22 < 1 dr det = = + V19 = 8+ v19 som &r losningen.
2 18 3v2
8+ v19
Svar: v = ——.
3v2



