Tentamen i TATMT79, 2012-08-13 losningsforslag

(a) Falluppdelning: |z| =
—z,omz<0

Detta ger foljande tre fall

z,omz >0 ‘x_i_l'_{x—kl,omx+120,dvsoma}2—1
’ —(x+1), omz+1<0,dvsom z < —1

ez < —1:2zx|—|z+1]=2/2 <= 22+ (x+1)=2/2 <= z=2/3 som €j

tillhor intervallet.
o 1 <z<0:2z|—|z+1ll=2/2 <= 2z—(z+1)=2/2 <= z=-2/7

som tillhor intervallet.
o x>0:2z|—|z+1=2/2 <= 22— (v+1) =2/2 <= 2z = 2 som tillhor

intervallet.

Saledes har ekvationen l6sningarna = = —2/7 eller x = 2.
Svar: ¢ = —2/7 eller x = 2
(b) Med z = = + iy, dir x och y &r reella, fas (z + 2)? = 16 + (2 — 2)? <= 4a® =
16 — 4y? <= 2%+ y? = 4 = 22 vilket &r ekvationen for en cirkel med radie 2 och
medelpunkt (z,7) = (0,0). Alternativt ger direkt utveckling 2z = 4 <= |z|* =
4 = |z| =2.
Svar: En cirkel med radie 2 och medelpunkt i origo

6z = g +n2m
(a) cosbx = cos (g — x) & dr== (% — x> +n2m <= [ eller —
4o = —% +n2w
LI
r=-—+n-
30 3
eller dar n ar heltal.
T T
ST R

Svar: z = % + n% eller x = _2% + ng déar n ar heltal

(b) 0<1/3<1,sa0 < arcsin(1/3) < m/2, dvs arcsin(1/3) ar en vinkel i en ratvinklig
triangel med hypotenusa 3 och motstaende katet 1, sa nérliggande katet blir v/8.
Dirmed #r tan(arcsin(1/3)) = 1/V/8.

Svar: 1/4/8
(c) cos <$+%) :cosa:cos%—sinxsin% =
:/cosx:—\/l—sin2$:—\/15/4 ty cosaz<0/:
_ V15 V3 L1 1435
42 42 8
1+3V5
Svar: —— 5

(a) Funktionen &r definierad da L

> 0 vilket ar uppfyllt da = > 1 eller z < —1
z+1

-1
(vilket t ex en enkel teckentabell visar). For dessa z géller y = In a )
~1 14+ e¥
v =2 = r-1=6(r+1) <= z(1-¢€)=1+¢" <<= = +e och
r+1 11— eyy
eftersom z blir entydigt bestdmt av y sa fr f inverterbar och f~1(y) = 1 + ey'
—e
-1 ]. —+ Cx
Svar: Dy ={x: x> 1lellerz < -1}, f (ac)zl -
—e

1
(b) 4+Inz-In=-=0 < 4—(Inz)?=0 <= Inzr =42 < z=¢2
x

Svar: x = e eller z = e 2
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4. sin*2z = ——— ) = —
21 —81
1 6ix e 6ix 621'1 =2z 1
=-1 ( 5 -3 5 ) = —E(Sin6x—3sin2m). Detta ger vidare att
{ {

1
25in® 22 = sin bz <= —§(sin 6x — 3sin2zx) =sinb6r <= sinbzr =sin2zr <=

6z = 2z + n2w x=nn/2
<= J eller <= { eller dar n ar heltal.
6xr =7 — 2z + n2w x=m/8+nr/4

1
Svar: sin® 2z = 1(3 sin2z —sin6x) , x = nw/2 eller = /8 + nw/4 déar n ar heltal

5. Summan &ar aritmetisk, sa den har formen

n

s=Y (a+kd) =a+(a+d)+(a+2d)+-+ (a+nd)
k=0

dér n > 3 (heltal) eftersom summan innehaller minst 4 termer. De tre villkoren ger
sambanden

1) a(a+ 3d) =220
2) (a+d)(a+2d) =252
)

(

(

(3) a+nd=10

(2) — (1) ger 2d* = 32 <= d = +4. Sitts detta in i (1) sa fas foljande:

e Om d =4sairala+12) =220 <= a = —6 %16, dvs a = 10 eller a = —22
(dessa uppfyller dven (2), eftersom de uppfyller (1) och (2)-(1).) Insatt i (3) sa fas
e d=4, a=10ger 104+ 4n =10 <= n = 0 vilket ej duger ty n > 3.
o d=4, a=—-22ger —22+44n =10 <= n = 8, med summan

8
—22+1
s = (—22+4k:):7+0-9:—54.

2
k=0
e Omd = —4sadrala—12) =220 <= a = 6=+ 16, dvs a = —10 eller a = 22.
Insatt i (3) sa fas
e d=-4, a=—-10ger —10 —4n =10 <= n = —5 vilket ej duger ty n > 3.
o d=—-4, a=22ger 22 —4n =10 < n = 3, med summan

3

_22+1
222 4k) + 0~4:64.
k=0

Svar: Summan kan anta vardena —54 eller 64



6. Direkt inséttning ger p(i) = —4i — (6 + 2i) + 66 — 11 + 17 = 0 sa p(z) innehaller
faktorn (z —4). Polynomdivision ger darefter att p(z) = (z —i)(42% + (6 + 61)z + 17i) =

3+ 31 171
4(z — 1) <22 + _; Lot 4Z> . For att faktorisera fullstdndigt soker vi nollstéllena till
andragradsuttrycket.
3+3i 17 343i\> [(3+3i\*> 17i
2 _ _ —
z+2z+4 O<:><z+4><4>+4 0
3430\’ 25 3+ 30
— <z+ + Z) - Satt z + RO a + bi dar a och b ar reella, sa fas
4 8
2 251 2 2 . 251 e . -
(a + bi)* = e > a” —b" + 2ali = 5 Identifiering av real- och imaginardel
ger ekvationerna a® — b*> = 0 och 2ab = —25/8, vilket i sin tur ger a=5/4, b=

3+3
—5/4 eller a = —5/4, b = 5/4. Slutligen, eftersom z = a + bi — #, ger detta att

3+ 3 171 1 1 3+3t 17

2 . o 92

+ + — = <— = ——2e¢ll = -2+ = + + — =
z 2 1 1 0 z > 1 eller z 2,saz 5 1
<z+2—;> <z—2+2i>, eftersom 22 + ¢z +d = (z —71)(z —r2) da 1 och ro &r

) 1
nollstéllen till 2% 4 cz + d. Saledes &r p(z) = 4(z —4) (2 +2 — Z) <z - -+ 2i> =

2 2
=(z—19)(2z+4—-1)(2z — 1 + 4).
Svar: p(z) = (z —1)(2z2 +4 —1)(22 — 1 + 44)
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< W—i—ﬁ:?sé 8"_6‘ < 1079 galler Atminstone om 2" > 10° och eftersom

210 = 1024 > 10? s& ar 2" > 10° for alla heltal n > 20, dvs N = 20 récker.

5 1 1 .
Svar: s, = 6~ <2n+1+1 + 2n+2+1) , IN = 20 racker




