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Dugga 1 i Matematisk grundkurs
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Inga hjialpmedel ar tillatna (penna, radergummi, linjal, passare och gradskiva far anvéndas).

Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Kom ihag att skriva program och grupp pa omslaget.

Uppgifterna bedoms med 0-3 poéng. For godként betyg (G) riacker 7p. Podngen pa godkénda
duggor summeras och avgor slutbetyget.

Svar mm finns att hdmta pa kurshemsidan efter tentamens slut. Resultat meddelas via

e-brev.
2y
1. (a) Berdkna Z ST (1 p)
k=3
(b) Bestdm alla komplexa losningar till 3z — iz = 2 4 Re 2. (1p)

(c) Pizzerian ’Equatione’ dr vida berémd for sina Bamsepizzor dir kunden far viilja
ut 10 olika palidgg att ldgga pa pizzan. Det finns 14 olika paldgg att vélja bland.
Hur manga olika sorters Bamsepizzor finns det? (1p)

4+1<1
1 )

2. Los olikheten <
T+ Tz —2

3. Los ekvationen |z — 3| — 2|2+ z| =z + 1.
4. Vilka komplexa z uppfyller sambandet iz + (4 + 2i)z = 6i?

5. Hur manga reella l6sningar har ekvationen |22 + 52 — 3| = K for alla viirden pa den
reella konstanten K7



Losningsforslag TATM79 2018-09-10

1. (a) Viser att

Summan é&r alltsa geometrisk med 122 —3+1 = 120 termer, kvoten —1/4 och forsta
term (—1/4)3, sa

1223( 1)’“ 1 1-(=H" 11— 1 ( 1 1)
U =T 33T 1.1 T T 3 5 =20 \ 1120 :
~\ 4 43 1+1 43 5 80 \ 4120

(b) Lat z = a + b (med a,b € R). Da giller att
32z—iz=2+4+Rez & 3(a+bi)—ila—bi)=24+a < 2a—-b+i(3b—a)=2
% —b=2, b=2/5,
= =
3b—a=0 a=6/5.

6 2
Alltsa finns det precis en 16sning: z = R + EZ

(c) Vi ska vilja 10 av 14 paldgg och ordningen spelar ingen roll. Da finns det
14 14 14-13-12-11
()= (4) == o
olika sorter.

1 1 6 2
Svar. (a) 0 (m — 1) (b) z = R + 3 (c) 1001.

2. Forst skriver vi om olikheten for att fa nagot som &ar enklare att studera:

4 1 4z —2)+x+4—(z+4)(r—2)
x+4+x—2§1 < (x+4)(z—2) =0
—2? 4+ 3z + 4 (x —4)(x+1)
ci0e-2=" 7 Groe-2n="

Observera att vi dndrade riktningen pa olikheten i sista steget. Vi gor ett teckenschema
for det funna uttrycket.

—4 -1 2 4
z+4 — 0 ¥ + + o+
r+1 - - 0 + + o+
x—2 — — - 0 + +
r—4 — — — - 0 +

(x —4)(z+1)
e I .

Vi ser ur tabellen att uttrycket &r icke-negativt precis da x < —4, —1 <z < 2eller z > 4.
Svar: r < —4 eller —1 <z < 2eller z > 4.



3. Beloppen definieras enligt

3— ) <37 —(2 ) S_Qa
w—3 =77 TS och 24| ={ 2FT @
r—3, >3 2+, —2.

Y]

Intressanta punkter for de olika beloppen som ingar i ekvationen &r x = —2 och = = 3.
Vi delar upp i tre olika fall.

Fall 1: x < —2. Da ar
lz—=3|-22+z/=2+1 & @B—-2)+2Q2+2)=2+1 & T7T=1,
vilket innebér att det inte kan finnas nagon 16sning nar x < —2.

Fall 2: -2 < <3.Daar

1
lt —=3|-22+z|=24+1 & (B—-2)-22+4+2)=2+1 <& T=-3,

vilket ligger i ratt intervall. Alltsa ar x = ) en 16sning.
Fall 3: x > 3. Da ar
lt =3 =22+z/=2+1 & 2-3-22+4+z)=2+1 <& z=-4,

vilket inte ligger i ratt intervall. Alltsa ingen 16sning.
1
Svar: r = ——.
var: r 5

Man kan #ven skissa vénster- och hogerled i en graf for att se om svaret verkar rimligt.

8+ y=z+1 .-

8

~10 - y=|r—3—22+ x|

—~12 +




4. Vi ser att
12+ (44+2)2=6i & 22+(2—4i)z=6
& (24+1-2=6+(1—-2i)*=3—4i.

Lat w = z+ 1 — 24. Vi loser
w? = 3 — 4, (1)

genom att lata w = a + bi. Detta leder till att
w? = (a+ bi)*> = a® — b* + 2iab = 3 — 4i.
Likhet géller precis da real- respektive imaginédrdelarna av ekvationen &r lika, sa
a’? —b* =3 (2)

och
ab = —2. (3)

Observera éven att (1) medfor att
|w? = |3 —4i| =9 +16 =5
och eftersom |w?| = |w|* = a® + b* vet vi nu att
a’ +b* = 5. (4)
Genom att addera ekvation (2) och ekvation (4) ser vi att
20 =8 & a=%2

Om a = 2 blir b = —1 och om @ = —2 blir b = 1 (enligt ekvation (3)). Vi har alltsa
16sningarna
w=2—1 och w=-2+1

till ekvation (1). Eftersom z = w — 1 4 2i foljer det att
z=1+1 och z2==3+3

ar losningarna till ekvationen.

Svar: z =141, z = =3+ 3.

5 3 5\% 49
272 —3=92(2*+=x—-=]=2 -] ==
z“+bxr — 3 (:1: +2a: 2> <x+4> 3

kan vi rita hur polynomet y = 22? + 5x — 3 ser ut.

5. Eftersom

/ y=22%+5r — 3




Grafen for funktionen y = [22? + 5x — 3| erhaller vi genom att spegla de delar dir
polynomet 222 + 5x — 3 #r negativt i x-axeln. Ifran kvadratkompletteringen ovan foljer
det att

1
22 4+5r—-3=0 < x:—3eller;1::§.

Alltsa far vi foljande utseende.

Vi ser direkt att det saknas 16sningar niar K < 0. Nar K = 0 finns precis tva losningar (dér
polynomet skér z-axeln). For 0 < K < 49/8 sa finns det precis 4 l6sningar. Nar K = 49/8
kommer linjen y = K precis tangera dir x = —5/4, sa det finns i detta fall 3 16sningar.
For K > 49/8 har vi tva losningar.

Alternativt. Vi kan dven studera hur losningarna ser ut mer direkt. Givetvis saknas
16sningar om K < 0 eftersom beloppet alltid ar storre én lika med noll. Sa antag att K > 0.
Da géller att

2
2 K
20 +52 —-3|=K & 2*+5r-3=4+K <& (x+§> 0 g_

4
- +52_49i8K
Y T

Om K = 0 far vi precis tva losningar. Nar 0 < 8K < 49 finns det precis fyra lésningar (tva
fran 48K och tva fran —8K). Nar 8 K = 49 blir det precis tre l6sningar da 49 — 8K =0
bara ger en losning. Niar 8 K > 49 kommer vi endast att fa Iosningar med +8K, vilket
resulterar i tva losningar.

Svar:
K <0: Inga l6sningar,
K=0: Tva losningar,
49 .

0< K< 3 . Fyra lésningar,
4

K = §9 : Tre 16sningar,
49

K>—: Tva losningar.
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