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Tillampad matematik

Dugga 1 i Matematisk grundkurs
2015-09-19 kl 8.00-11.00

Inga hjdlpmedel &r tillatna.

Losningarna skall vara fullsténdiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med ett
svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som méjligt.

Kom ihag att skriva program och grupp pa omslaget.

Uppgifterna bedoms med 0-3 podng. For godként betyg (G) réicker 7p. Podngen pa godkénda

duggor summeras och avgér slutbetyget.

Svar m m finns att himta pa kurshemsidan efter tentamens slut. Resultat meddelas via e-brev.
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(a) Ange medelpunkt och radie for cirkeln z? + y? = 4z — 6y — 6.

1\ 5
(b) Utveckla (ac — ) . Ej utréknade binomialkoefficienter far inte féorekomma i sva-
x
ret.
(c) Berdkna —8 —3 42+ ...+ 977 + 982 + 987.

15
. Los ekvationen /222 — 5 +2=1-2z

(a) Bestdm alla komplexa z som uppfyller sambandet iz + 3z — Re z = i.
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+

b) Berdk
(b) Beriikna 1 5

. Los olikheten z° + 822 < 4z,
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(a) Berékna Z
k=17
2n 3k
(b) Beréikna ; m fOI' n = 1, 27 3....

k2 — 5k — 14
k+2 '
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1. (a) Vi stuvar om och kvadratkompletterar uttrycket:

Py =dr—6y—6 < P—dr+y’+6y+6=0
& (-22-4+@y+3)*-9+6=0
& (-2°+(@y+3)>="

Medelpunkten #r alltsa (2, —3) och radien /7.

(b) Vi anvéinder binomialsatsen och finner att

(=) -2 (0)()

()

1 1
:x5—5x3+10x——0+3——.
x a3 b

Koefficienterna < 2

(¢) Summan &r aritmetisk eftersom —3 — (—=8) =2 — (—=3) = --- = 987 — 982 = 5 och
termerna kan dérfor skrivas (tex) som a, = 5k — 8, dar k = 0 ger forsta termen. Vi
vet att summan slutar pa 987, sa sista termen fas da

) finner vi ur Pascals triangel eller direkt fran definitionen.

ar =987 & H5k=995 & k=199

Det ér alltsa 200 termer i serien. Enligt kidnd formel for aritmetiska summor erhaller

vi nu
199

> (5k —8) = _8+987 -200 = 97900.
k=0

Svar: (a) (2, —3) och v/7 (b) Se ovan (c) 97900.

2. Atminstone tva alternativ finns. Vi kan reda ut ordentligt precis vilka intervall som &r
mojliga att finna l6sningar i for att ddrmed kunna rikna med ekvivalenser. Eller sa ér vi
lite slarvigare och anvénder implikationer i stéllet, da till priset att alla funna l6sningar
maste testas i ursprungsekvationen. Vi anvénder alternativ 2 och finner att

\/2x2—§x+2:1—21‘ = 2x2—%5x+2=(1—2x)2=1—4x+4$2

1
& 2x2+;x—120 & x2+zx——:0

4 2
- —7x9
T = .
8




1
Omx:Zblir

1 15 1 1
L=4/s——= =4/- ==
v 8 8+ \/; 2’

1 1

HL=1-2(-) =-.

(1)

Vinsterled och hogerled stimmer 6verens, sa detta ér en 16sning. Om x = —2 blir

VL. =v8+15+2=+25=5,
HL =1-2(-2)=5.

Alltsa dr dven x = —2 en 16sning.
1
Svar: x = =2 eller z = T
3. (a) Lat oss ansétta att z = x + iy, dar =,y € R. Da ar

iz+3z2—Rez=1 < d(z+iy)+3x—iy)—x=1i
& —y+3zr—zx+i(zr—3y) =i.

Eftersom det enda séttet att uppfylla olikheten &r att real- och imagindrdelarna
stammer Overens ar denna ekvation ekvivalent med

1

20—y =0 =2 ="
Yy ) N Yy z, N 5
r—3y =1, — oz =1, 2

1492
Svaret blir alltsq z = — +5 v

(b) Vi forenklar:

2 1+ 1 2(—i+1) i+1 3—1
. + = + =
141 2 2 2

Svar: (a) z = — ! —g% (b) @

4. Vi formulerar om enligt

482 <4t & -4t +822<0 & (2 —42* +8) <0.

Lat p(z) = 2%(2® — 42* + 8) vara polynomet i vinsterledet. Vi behover faktorisera 3:e-
grads-uttrycket och borjar med att gissa roten x = 2. Polynomdivision med motsvarande
faktor  — 2 ger nu enligt faktorsatsen att p(z) = 2?(z — 2)(2? — 2z — 4). Vi kvadratkom-
pletterar och faktoriserar 2:a-grads-utrycket:

pla) =2z —2)((z =12 =5) =2z —2)(x — 1 —V5)(x — 1+ V5).

Vi gor ett teckenschema for det funna uttrycket for att undersoka nér p(x) < 0. Intressanta
punkter dr z = 0,2,1+ /5.



d.

1-+5 0 2 1+5
r—1+V5 |- 0  + + + n
z? + + 0 + + +
x—2 — — - 0 + +
r—1-+5|— — - - 0 +
p(x) - 0 + 0 + 0 — 0 +

Harav foljer att p(z) < 0 precis da x < 1—v5, 2=0,ecller2<z<1++5.
Svar:xgl—\/5,m:(),eller2§m§1+\/g.

(a) Summan &r inte uppenbart av nagon sort vi kidnner igen direkt. Det gar alltsa inte

att gissa hir och anvinda nagon formel, &ven om man skulle skriva ut nagra termer
och tycka sig se ett monster. Ddremot ser vi att termerna bestar av en polynomkvot
s& vi borjar med att faktorisera téljaren: k? — 5k — 14 = (k+2)(k — 7). Vi kan alltsa
forkorta bort en faktor k£ + 2 och har da visat att summan &r aritmetisk:
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k2 — 5k — 14 104190
Z — Z k—17) + . 181 = 18100.

(b) Om vi skriver ut summan ser vi att nimnaren i termerna alternerar mellan 2 och 4,

och om vi grupperar termerna enligt detta sa uppstar tva stycken liknande geomet-
riska summor med n termer:

3k 3 32 33 34 32n—1 32n
Z3+(—1)k:3—1+3+1+3—1+3+1+"'+3—1 311

3 33 35 32n—1 2 34 36 32n
=(§+E+E+---+ 5 )+(—+Z+Z+---+T>
3
2

3 33 35 32n—1
:(§+—+—+---+ )+

2 2 2
= 2(3 +3 43+ 4377

5(9°+91+92 49"

!
1

15 < 159”—1 15,
Zkz = 32(9 —1).

15

Svar: (a) 18100 (b) —= (9" —1).
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