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Inga hjälpmedel är till̊atna.

Lösningarna skall vara fullständiga, välmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med ett
svar. Svaren ska först̊as ges p̊a s̊a enkel form som möjligt.

Kom ih̊ag att skriva program och grupp p̊a omslaget.

Uppgifterna bedöms med 0–3 poäng. För godkänt betyg (G) räcker 7p. Poängen p̊a godkända
duggor summeras och avgör slutbetyget.

Svar m m finns att hämta p̊a kurshemsidan efter tentamens slut. Resultat meddelas via e-brev.

1. (a) Ange medelpunkt och radie för cirkeln x2 + y2 = 4x− 6y − 6. (1 p)

(b) Utveckla

(
x− 1

x

)5

. Ej uträknade binomialkoefficienter f̊ar inte förekomma i sva-

ret. (1 p)

(c) Beräkna −8 − 3 + 2 + . . . + 977 + 982 + 987. (1 p)

2. Lös ekvationen

√
2x2 − 15

2
x + 2 = 1 − 2x

3. (a) Bestäm alla komplexa z som uppfyller sambandet iz + 3z̄ − Re z = i. (2 p)

(b) Beräkna

∣∣∣∣ 2

i + 1
+

i + 1

2

∣∣∣∣. (1 p)

4. Lös olikheten x5 + 8x2 ≤ 4x4.

5. (a) Beräkna

197∑
k=17

k2 − 5k − 14

k + 2
. (1 p)

(b) Beräkna

2n∑
k=1

3k

3 + (−1)k
för n = 1, 2, 3 . . .. (2 p)
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1. (a) Vi stuvar om och kvadratkompletterar uttrycket:

x2 + y2 = 4x− 6y − 6 ⇔ x2 − 4x + y2 + 6y + 6 = 0

⇔ (x− 2)2 − 4 + (y + 3)2 − 9 + 6 = 0

⇔ (x− 2)2 + (y + 3)2 = 7.

Medelpunkten är allts̊a (2,−3) och radien
√

7.

(b) Vi använder binomialsatsen och finner att(
x− 1

x

)5

=
5∑

k=0

(
5
k

)
x5−k

(
−1

x

)k

=
5∑

k=0

(
5
k

)
(−1)kx5−k−k

=
5∑

k=0

(
5
k

)
(−1)kx5−2k

= x5 − 5x3 + 10x− 10

x
+

5

x3
− 1

x5
.

Koefficienterna

(
5
k

)
finner vi ur Pascals triangel eller direkt fr̊an definitionen.

(c) Summan är aritmetisk eftersom −3 − (−8) = 2 − (−3) = · · · = 987 − 982 = 5 och
termerna kan därför skrivas (tex) som ak = 5k − 8, där k = 0 ger första termen. Vi
vet att summan slutar p̊a 987, s̊a sista termen f̊as d̊a

ak = 987 ⇔ 5k = 995 ⇔ k = 199.

Det är allts̊a 200 termer i serien. Enligt känd formel för aritmetiska summor erh̊aller
vi nu

199∑
k=0

(
5k − 8

)
=
−8 + 987

2
· 200 = 97900.

Svar: (a) (2,−3) och
√

7 (b) Se ovan (c) 97900.

2. Åtminstone tv̊a alternativ finns. Vi kan reda ut ordentligt precis vilka intervall som är
möjliga att finna lösningar i för att därmed kunna räkna med ekvivalenser. Eller s̊a är vi
lite slarvigare och använder implikationer i stället, d̊a till priset att alla funna lösningar
m̊aste testas i ursprungsekvationen. Vi använder alternativ 2 och finner att√

2x2 − 15

2
x + 2 = 1− 2x ⇒ 2x2 − 15

2
x + 2 = (1− 2x)2 = 1− 4x + 4x2

⇔ 2x2 +
7

2
x− 1 = 0 ⇔ x2 +

7

4
x− 1

2
= 0

⇔ x =
−7± 9

8
.



Om x =
1

4
blir

V.L. =

√
1

8
− 15

8
+ 2 =

√
1

4
=

1

2
,

H.L. = 1− 2

(
1

4

)
=

1

2
.

Vänsterled och högerled stämmer överens, s̊a detta är en lösning. Om x = −2 blir

V.L. =
√

8 + 15 + 2 =
√

25 = 5,

H.L. = 1− 2 (−2) = 5.

Allts̊a är även x = −2 en lösning.

Svar: x = −2 eller x =
1

4
.

3. (a) L̊at oss ansätta att z = x + iy, där x, y ∈ R. D̊a är

iz + 3 z̄ − Re z = i ⇔ i(x + iy) + 3(x− iy)− x = i

⇔ −y + 3x− x + i(x− 3y) = i.

Eftersom det enda sättet att uppfylla olikheten är att real- och imaginärdelarna
stämmer överens är denna ekvation ekvivalent med{

2x− y = 0,

x− 3y = 1,
⇔

{
y = 2x,

− 5x = 1,
⇔


x = −1

5
,

y = −2

5
.

Svaret blir allts̊a z = −1 + 2i

5
.

(b) Vi förenklar:∣∣∣∣ 2

i + 1
+

i + 1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2(−i + 1)

2
+

i + 1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣3− i

2

∣∣∣∣ =
1

2

√
32 + (−1)2 =

√
10

2
.

Svar: (a) z = −1 + 2i

5
(b)

√
10

2

4. Vi formulerar om enligt

x5 + 8x2 ≤ 4x4 ⇔ x5 − 4x4 + 8x2 ≤ 0 ⇔ x2(x3 − 4x2 + 8) ≤ 0.

L̊at p(x) = x2(x3 − 4x2 + 8) vara polynomet i vänsterledet. Vi behöver faktorisera 3:e-
grads-uttrycket och börjar med att gissa roten x = 2. Polynomdivision med motsvarande
faktor x− 2 ger nu enligt faktorsatsen att p(x) = x2(x− 2)(x2− 2x− 4). Vi kvadratkom-
pletterar och faktoriserar 2:a-grads-utrycket:

p(x) = x2(x− 2)((x− 1)2 − 5) = x2(x− 2)(x− 1−
√

5)(x− 1 +
√

5).

Vi gör ett teckenschema för det funna uttrycket för att undersöka när p(x) ≤ 0. Intressanta
punkter är x = 0, 2, 1±

√
5.



1−
√

5 0 2 1 +
√

5

x− 1 +
√

5 − 0 + + + +
x2 + + 0 + + +

x− 2 − − − 0 + +

x− 1−
√

5 − − − − 0 +
p(x) − 0 + 0 + 0 − 0 +

Härav följer att p(x) ≤ 0 precis d̊a x ≤ 1−
√

5, x = 0, eller 2 ≤ x ≤ 1 +
√

5.

Svar: x ≤ 1−
√

5, x = 0, eller 2 ≤ x ≤ 1 +
√

5.

5. (a) Summan är inte uppenbart av n̊agon sort vi känner igen direkt. Det g̊ar allts̊a inte
att gissa här och använda n̊agon formel, även om man skulle skriva ut n̊agra termer
och tycka sig se ett mönster. Däremot ser vi att termerna best̊ar av en polynomkvot
s̊a vi börjar med att faktorisera täljaren: k2− 5k− 14 = (k + 2)(k− 7). Vi kan allts̊a
förkorta bort en faktor k + 2 och har d̊a visat att summan är aritmetisk:

197∑
k=17

k2 − 5k − 14

k + 2
=

197∑
k=17

(
k − 7

)
=

10 + 190

2
· 181 = 18100.

(b) Om vi skriver ut summan ser vi att nämnaren i termerna alternerar mellan 2 och 4,
och om vi grupperar termerna enligt detta s̊a uppst̊ar tv̊a stycken liknande geomet-
riska summor med n termer:

2n∑
k=1

3k

3 + (−1)k
=

3

3− 1
+

32

3 + 1
+

33

3− 1
+

34

3 + 1
+ · · ·+ 32n−1

3− 1
+

32n

3 + 1

=

(
3

2
+

33

2
+

35

2
+ · · ·+ 32n−1

2

)
+

(
32

4
+

34

4
+

36

4
+ · · ·+ 32n

4

)
=

(
3

2
+

33

2
+

35

2
+ · · ·+ 32n−1

2

)
+

3

2

(
3

2
+

33

2
+

35

2
+ · · ·+ 32n−1

2

)
=

5

4

(
3 + 33 + 35 + · · ·+ 32n−1

)
=

15

4

(
90 + 91 + 92 + · · ·+ 9n−1

)
=

15

4

n−1∑
k=0

9k =
15

4

9n − 1

9− 1
=

15

32

(
9n − 1

)
.

Svar: (a) 18100 (b)
15

32

(
9n − 1

)
.
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