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Inga hjédlpmedel ar tillatna.

Losningarna skall vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och avslutade med
ett svar. Svaren ska forstas ges pa sa enkel form som mojligt.

Kom ihag att skriva program och grupp pa omslaget.

Uppgifterna bedoms med 0-3 poéng. For godként betyg (G) riacker 7p. Podngen pa godkénda
duggor summeras och avgor slutbetyget.

Svar mm finns att hdmta pa kurshemsidan efter tentamens slut. Resultat meddelas via
e-brev.
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1. (a) Berikna Z(—3)k.

k=3
(b) Bestam storsta viirdet av p(z) = 122 — 12 — 42 med hjilp av kvadratkomplet-
tering.

(c) Ten skolklass gar 16 elever. 4 av dessa ska utses till klassrepresentanter. Pa hur
manga sitt kan detta goras?

3
2. Los olikheten m > 1.

3. Los ekvationen |z — 5|+ 2 = |2 — xz|.
4. Faktorisera p(z) = 22% 4 (3i — 5)z + 4 sa langt som majligt i komplexa faktorer.

5. Lat linjen L; ha ekvationen 3y = 6z 4 2 och lat L, vara den normal till L; som gar
genom punkten (5/6,4). Ange medelpunkt och radie for alla cirklar C' som tangerar
Ly i punkten (1/2,5/3) och som dessutom tangerar Ls.

(1p)

(1p)

(1p)
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1. (a) Summan #r geometrisk med kvoten ¢ = —3. Alltsa,

S8 = (3 (- = () (-3 = o L DT
= | 17_‘_ 329 i _332+27

= 27
4 1

(b) Vi kvadratkompletterar och finner att

p(m):—4($2—3x+3):—4<($—§)2—Z+3)
:_4((90_;)2;):_3_4(96_;)2.

3
Det ar hér tydligt att p(z) < —3 med likhet endast da = = 3 Storsta vardet ar
alltsa —3.

(c) Direkt fran definitionen av binomialkoefficienter erhaller vi

=4-5-7-13 = 1820.

16\ 160  16-15-14-13
4 ) 120-41 4-3-2
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2. Forst skriver vi om olikheten for att fa nagot som &ar enklare att studera:

Svar: (a) — (b) —3 (c) 1820.

3 1 e 0s1- 3 2?42 —-343
3—22 - 2x 3—a22—2r 1242 -3
2
ww+?2)
(x+3)(z—1)

Vi gor ett teckenschema for det funna uttrycket.

-3 -2 0 1
r+3 - 0 + + + +
T+ 2 — - 0 + + +
x - - - 0 + +
r—1 — — — - 0 +
z(r +2)
e

Vi ser ur tabellen att uttrycket dr negativt precis da —3 <z < —2eller 0 < z < 1.
Svar: —3 <z < —2eller0 <z < 1.



3. Beloppen definieras enligt

-5 >5 2 — <2
|z — 5| = Y ey och |2 — x| = nor=s
5—x, <5H r—2, x2>2.

Intressanta punkter for de olika beloppen som ingar i ekvationen ér x = 5 och x = 2. Vi
delar upp i tre olika fall.

Fall 1: x < 2. Da ar
|t =b|+zx=2—2 & b—-z4+zrx=2—-2 & x=-3,

vilket ligger i rétt intervall (z < 2). Alltsa dr x = —3 en l6sning.
Fall 2: 2 <z <5. Da ar

|t —=5|+z=2—-2 & H—-zx+rx=2-2 & T=u,

vilket inte ligger i ratt intervall. Ingen 16sning (i detta fall).
Fall 3: x > 5. Da ar

lt=5|+zx=2—-2 & x—-5+zr=2-2 <& x=3,

vilket inte ligger i rétt intervall. Alltsa ingen l6sning (i detta fall).

Svar: © = —3.

4. Vi ska faktorisera polynomet p(z) = 222 + (31 —5)z +4. Steg ett ir kvadratkomplettering:

3i —5 3i —5\% [/3i—5\2
— 9 52 2] =2 — 2
p(2) (z + 5 z+ ) <<Z+ 1 ) ( 1 ) + )
o (.30 2+8—|—15z’
_ y < .

Vi l6ser ekvationen nu p(z) = 0 for att hitta rotterna vilket krévs for att faktorisera p(z).
31—

Lat w =z + . Vi loser

15
w2 — _8+8 52’ (1)

genom att lata w = a + bi. Detta leder till att

15
w2:(a+bi)2:a2—b2+2iab:—8+8 52.

Likhet géller precis da real- respektive imagindrdelarna av ekvationen &r lika, sa

a®— b =—1 (2)

och 15
2ab = ——. 3
a A (3)

Observera éven att (1) medfor att

8+ 15i 15\ 2 64 +225 17
2 | _ —1)2 - — =
. ‘ 8 \/( FH% V™ 64 8




och eftersom |w?| = |w|? = a® + b* vet vi nu att

17
Cl2—|—b2 = g (4)

Genom att addera ekvation (2) och ekvation (4) ser vi att

17 9 3
a + 3 3 a 1
, 15 5 . 5 . . .
Om a = 3/4 blir b = “Tea — 1 och om a = —3/4 blir b = 1 (enligt ekvation (3)). Vi
a
har alltsa losningarna
3 O L 3 L oY)
w=-—— oc w=—=+—
4 4 4 4
: : 3i—=5 ... - o
till ekvation (1). Eftersom z = w — foljer det att p(z) = 0 intréffar precis da
3 5 ) —
O B e Y
4 4 4
och , »
3 3i—=5 1 . l
TTiTuy a2ty

Saledes blir faktoriseringen

p(z) =2(2 — 24 2i) (z—l——) =(z—2+4+2i)(2z2—-1—1).

Observera 2:an!
Svar: p(z) = (z —2+2i) (22 — 1 — ).
2
. Alla normaler till linjen L;, dar L; beskrivs av sambandet y = 2z + 3’ har ekvationer

. 1 : . 5 :
pa formen y = —533 + m. Vi soker normalen L, som gar genom punkten (6, 4), vilket

innebar att

m = +£—4+i—§
Ty T TR T
Normalen skér linjen nér
2:1:—|—2—_I+53 & 5:6—45 & =
32 12 27 12 -2

o e . . (3 11
sa skarningspunkten &r 3 3 )

Cirklarna vi soker ska tangera L; i samt dven tangera normalen Lo. Det borde

15
2" 3
finnas tva sadana cirklar och pa grund av symmetrin och tangeringspunkterna maste
dessa cirklar ha samma radie som ges av avstandet mellan skidrningspunkten mellan L,

och L, samt den givna tangeringspunkten pa L;. Vi ritar en skiss:



Figur 1: Skiss 6ver hur situationen ser ut.



Radien kan vi rédkna ut enligt

1 3\? 5 11\2
RIS —— ) =1+422=
r (2 2)—1—(3 3> + 5

enligt avstandsformeln mellan tva punkter i planet. Alla cirklar maste alltsa ha radien /5.

15
Lat nu L3 vara linjen parallell med L, som gar genom (5, §) Linjen L3 har alltsa

ekvationen y = 5% + m, dar

23

r 5
m=ytg =3t

1

412

De sokta mittpunkterna (a,b) for cirklarna maste ligga pa linjen L, vilket innebér att
a 23

b=—2 4
2 12

1 5
Avstandet mellan (5, —) och (a,b) ér ocksa /5, sa

3

(1 2+ 5, 2 /1 2+ a 1\* 5/1 ?
—\2 ¢ 3 —\g7¢ 2 1) "1\ ¢
1 3 5
& i—a—j:2 & a——§ellera—§.
3 ... 3 23 8 5 .. 5 23 2
Oma——§bhrb—z—i—ﬁ—gochoma—§bhrb——1—l—ﬁ—§.

2
Svar: Det finns tva cirklar med centrum i (—;, 2) respektive (g, 5) Bada har ra-
die v/5.
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