TATA 57/TATA80 20 oktober 2016. Losningar

1) Z-transformering av ekvationen (med hinsyn tagen till begynnelse-
villkoren) ger
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som i sin tur ger (efter ommaoblering)
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Av detta far vi
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och saledes har vi
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och vi erhaller
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2) Laplacetransformering av ekvationen (med hénsyn tagen till begyn-
nelsevillkoret) ger

1
s2+1

(s> +4)Y(s)=s5—2+

och da erhaller vi
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och da far vi att
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y(t) = 8 [2sint + 6cos2t — Tsin2t], t>0.

3) Fourierserien &r
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Vi far (efter standardkalkyler)
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och da ar fourierserien
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Serien konvergerar i varje ¢t mot virdet
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. Da far vi vardet



For ¢t =0 har vi da
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vilket ger
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eftersom 1 — (—1%) = 0 fér jimna k medan 1 — (—1%) = 2 for udda k,
och vi sétter £k = 2n + 1 med n > 0 for udda & > 1. Vi erhaller alltsa
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4) Fouriertransformering av ekvationen ger
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vilket ger
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Av detta foljer, med z = iw, att
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och av detta erhalles
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5) Att y”(t) existerar betyder att y/'(t) och y(t) &r kontinuerliga och
deriverbara och eftersom sint &r kontinuerligt deriverbar, sa maste
y"(t) vara kontinuerligt deriverbar.Vi kan alltsa sétta

y(t) = cheikt, y'(t) = Z(ik)ckeikt, y'(t) = Z(—k:Q)ckeikt

dér ¢ ar y(t):s fourierkoefficienter. Insdttning i differentialekvationen
ger
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Vi erhaller

(—k* 4+ (=)")er =0 for k # +1

vilket ger ¢, = 0 for k # 41 eftersom —k? + (—i)F = 0 ger k?* = (—i)*
som inte har nagra losningar fér k # £1 eftersom vi har #ven k? =
|(=i)|* = 1 vilket &r en motsigelse da k # 41. Saledes #r ¢, = 0 for
k # +1. For k = 41 har vi
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vilket ger
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och da far vi (efter lite arbete)
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6) Observera att sin®t = . Vi kan da skriva integralen som
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Da ér, enligt Plancherels Sats,
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7) Stt



arctan kx
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Pa intervallet [1, 3] konvergerar denna function punktvis mot den kon-

fi(z) =

T .
stanta funktionen 5: vi har arctan k < arctan kx < arctan 3k pa detta

T
intervall och da ser vi att arctan kx — 5 for varje € [1,3]. Vidare

ser vi att
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for varje x € [1,3]. Av detta foljer att fip(z) — g punktvis pa inter-

vallet. Eftersom

arctan k < arctan kx < arctan 3k

och
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pa intervallet da maste
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pa intervallet, av vilket det foljer att
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for alla « € [1,3]. Da har vi att
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da k — oo, vilket bevisar att fi(z) — /2 likformigt pa intervallet
[1,3] och da far vi att
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