TATA 57/TATA80 3 juni 2016. Losningar

1) Z-transformering av ekvationen (med hinsyn tagen till begynnelse-
villkoren) ger

(1Y () =22+ 2+ ﬁ

som i sin tur ger (efter ommaoblering)

2(z2—2z-1)

YO =ty

Av detta far vi

Y(z)  22—z-1

- iz[ e )
= — 2+

5 z—2+z2—|—1

och saledes har vi

1 z 422 4+ 3z

Y = -

=) 5{2—2 22—1—1]
Loz 422 3z
T 5 z—2 2241 2241

och vi erhaller
1
y(k):g[2k+4coskg+3sinkg], k=0,1,2,...

2) Laplacetransformering av ekvationen (med hinsyn tagen till begyn-
nelsevillkoret) ger

s+1

(32_5—2)Y(3):s—|—1+m



eller

(s+1)(s*+2s5+3)

(s + (s = 2 (5) = L=

och da erhaller vi

52425+ 3
(s —2)(s2+s+2)
1 { 11 (s+4) }

Y(s) =

" 10 s—2 (s+1)2+1
1] n (s+1) 3
S 10 [s—2 (s+1)2241 (s+1)2+1

och da far vi att

1
y(t) = m [11e* — e *(cost + 3sint)], ¢ >0.

3) Fourierserien &r

ft) ~ % + Zak cos kt + by sin kt.
k=1

Vi har

™
:5%0 fsin( + 1)t — sin(k — 1)1] dt

1 ™
ar = —/ sint cos kt dt
0

vilket ger (efter standarkalkyler)

11+ (=1)F
@ =0, ak:—;[ka(—_lﬂ

Da ar a; = 0 for udda k£ och

k>0k#1.

|



2
(k2 —1)

ap = —

2
for jamna k > 0. I synnerhet ar ag = —.
T

Vi har aven

1 s
b, = —/ sin ¢ sin kt dt
T Jo
1 ™
= — / [cos(k — 1)t — cos(k + 1)t] dt
2 Jo

For k = 1 erhaller vi

1 T

:% ;

1
by (1 — cos2t)dt = 5
och b, = o for k > 2.
Observera att funktionen &r kontinuerlig i alla punkter ¢ och detta
innebér att fourierserien konvergerar punktvis mot f(t) i varje t. Detta
ger nu

1  sint 2 <= cos2kt
<12 %;4/@2—1'

For ¢t =0 far vi f(0) = 0 och da &r

1 25": L,
T m 482 —1
k=1
vilket ger
5
4k2 -1 2
k=1

och da har vi



> 1 > 1 1

e —— S —
2 gEsi T i
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Enligt Parsevals sats har vi

1 [T al? &
S MUCE R MY

—T

som i vart fall ger

som ger

k::l
och da ar
4k2 —1)2 4k2 —1)2 16
k:o k=1

4) Fouriertransformering av ekvationen ger

1

[(iw)? + 3iw + 2]Y (w) = e

Vi har da (efter lite arbete)



1
(24 iw)(1 +iw)?

1 Lo 1 1
S ltiw (T4iw)?  (1+iw)d  2+iw

Y(w) =

Observera att

1 d 1 1 id 1
1tiw)? dwoltiw (1+iw)?  2dw(l+iw)?
och, med regeln Ftf(t)](w) = iF'(w) samt Fle x(t)](w) = 1/(a +

iw), a > 0, vi erhaller

o0 = | 204295 - | 30,

5) Att y”(t) existerar betyder att y/'(t) och y(t) &r kontinuerliga och
deriverbara och eftersom sint &r kontinuerligt deriverbar, sa maste
y"(t) vara kontinuerligt deriverbar.Vi kan alltsa sitta

y(t) _ cheikt7 y’(t) _ Z(ik)Ckeikt, y”(t) _ Z(_k2>ck€ikt

dér ¢ ar y(t):s fourierkoefficienter. Inséttning i differentialekvationen
ger

Z(—kQ + ik 4 2)cpe™ =

—00

Vi erhaller

. i [ezit + efm} .

N | —

(—k*+ ik +2)c, =0 fork #0,£2

vilket ger ¢, = 0 for k # 0, £2 eftersom —k> +ik+2 =0 ger k = 0
och k? = 2, vilket dr en motsogelse. Saledes &r ¢, = 0 for k # 0, £2.
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For k =0 har vi ¢g = 1/4 och for k = +2 har vi

. 1 . 1
(=2 + 20)cy = T —(242i)c_y = ~1
vilket ger

141 11—z
7 c -
16
och da far vi (efter lite arbete)

Cy =

6) Med

1 — cos 2t B t
t N

1 — cos2t
/ 1+1&2 / f®)

och enligt Plancherels sats har vi

| reaman= g [ PG @

Observera att

ft) =

har vi

(- Ld_1
T = 70w 1 2
vilket ger

G(w) = T el
Vidare ar

F(w) = —irsgnw, |w| <2, F(w)=0, |w|>2.
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Vi erhaller nu

/°° 1—cos2t
ey T

7T/ wsgnw e ! dw
”/

o0

we
0

136
2

Observera att wsgnw &r en jamn funktion.

7) Serien &r

= Z ug(x)

med Uk(I) = m Vi har

|| < V2 + 22 < 1
(k2+x)2 — <k2+$) (]{52+Z')3/2 —

Jur(2)] < <1/k°

for alla x € R och serien Z 1/k? konvergerar. Enligt Weierstrass’ Ma-
1

o
jorantsats dr serien Z uy(x) likformigt konvergent och darmed punkt-

k=1
vis konvergent pa R. Vidare har vi att att

, k* — 3z*
) = ey

och



S WP (rap (1)

2 2 3k2 2
|,(I)|<k+3x <\/( + 22) 3 2§l/k'4

for alla € R och serien Z 1/k* konvergerar. Enligt Weierstrass’ Ma-
1

jorantsats ar serien Z uy,(z) likformigt konvergent pa R. Funktionerna

k=1
uy.(z) &r kontinuerliga pa R och da ar f(z) en kontinuerligt deriverbar

funktion med

@)= ulk).



