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3v—u d(u,v)

1
1) Saittu=3x—y,v=x+ysaary= 1 och @) =4,dvsdrdy = Zdudv vilket ger (I =sokt
integral):
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2) Kalla sékta punkten (a,b). Da ir Vf(a,b) = (2ab,a® + 3b*) parallell med ~y:s normallinje i (a,b).
V f(a,b) ska da vara ortogonal mot normalvektorn till L : 22 — y = 0 vilket ger

0=Vf(a,b)-(2,—1) =4ab—a®> —3b* = —(a — 2b)*> +b* <= a = 2b+ b.

Da (a,b) ligger pa v fas 9b°> +0° =10 b=1d vs (a,b) = (3,1) resp. B> +b>=10=b=+V5dvs
(a,b) = (V/5, V/5) och normallinjens ekvation i dessa punkter blir y = 2z — 5 resp. y = 22 — V/5.

3) Kedjeregeln ger

Z = 2l + Z2yv, = 3072, + 2, 2z, =z, + 240, = —32,,

sa den givna ekvationen évergar till 2/, = 12y = 4v® —4u sa allménna 16sningen blir z = v* —4uv+ f(u) =
12zy — 3z* + f(2® — 3y) dér f € C! &r en godtycklig envariabelfunktion.
Vi far h(z,y) = 122%y — 32° + o f(2® — 3y) = hl(v,y) = 24ay — 152 + f(2® — 3y) + 323 f'(2® — 3y).
Givna villkoret ger e = R.(0,y) = f(=3y) < f(t) = e/ = 2 = 122y — 3z* + ey /3,

3z — 2?2 — 22* 1 2 1
4a) Pa linjen y = z &r fi(z,z) = % -~ 3 +x - % At 0, men pa y-axeln ar

1
f1(0,y) =0—0# 3y 0. Forsta gransvirdet existerar darfor inte.

3 — 3

For att studera fo, sitt t = y + 1 sa att (z,t) — (0,0), (z,y) — (0,—1). Da ar fo(z,y) = mie
x

Byte till polira koordinater i (x, t)-planet ger sedan
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< p (|sin® | + [ cos® ¢|) <2p =0, p— 0,

dér vi anvént triangelolikheten i nést sista olikheten. Da ytterleden i dessa uppskattningar inte beror
3 — 23
a er instdngningsregeln att lim ———= =0d vs att lim z,y) =0
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d v s ¢,(0,0) = 3/2 enligt definitionen av partiell derivata.
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6a)

6b)

Forsta ekvationen ér ekvivalent med f(z,y, z) = 22%(y+2)+g(y, ) dir g € C* ir godtycklig. Insittning
i andra ekvationen ger 222 + g’y(y,z) =22 -2 -2z & g;(y, 2) = =22 =2z & gy, 2) = —y2°* —
y?2z + h(z). Allménna l6sningen till systemet blir alltsa f(z,y, z) = 222 (y + 2) — yz? — y*2 + h(z) dér
h € C! &r en godtycklig funktion av en variabel.

1
(—f, + f2) vilket ger

1 (0,—1,1). Da f € C' foljer att f. =Vf -0 = \—@

Tydligen ar v = —
yahg N5

fl 7f + V2 !l =222 — 2% — 2z +V2- <\/2§>2x2y22yzz2.

Insittning av 16sningen fran 5a) ger 222 —2yz —y?+h'(2) = 222 —y* —2yz—22 & W (2) = —2° & h(2) =
3 3

—Z_ 4 C. De funktioner som uppfyller alla villkor &r alltsa f(xz,y,2) = 22%(y+2) —yz* —y?z — % +C,
déar C ar en godtycklig konstant.

Kalla integranden g(z,y). Da ar

e2Vrr+y? ) 22 +y2 . zy(z —y)
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och da byte till poldra koordinater ger

ry(r —y)
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= p| cos? psin g — sin? pcos p| < p(|cos<psin2g0| + |sin<pcoszgo\) <20—=0,p—=0

foljer att  lim M
(z,y)=>(0,0) = +y

pa ¢. Enligt standardgransvarden fran envariabelanalysen ar da ( %irn(0 0 g(z,y) = 2.
z,y)—(0,

Definiera nu en ny funktion f genom f(x,y) = g(z,y) for (z,y) # (0,0) samt f(0,0) = 2. Da &r f
kontinuerlig pa E, = D, U {(0,0)} och integralkalkylens medelvirdessats ger att det finns (£,7) € E,

sa att
r%//g(x’ //f 577/ddy—f({n) T — 21, r— 0,
D,

ty da (§,n) € E,. galler att (£,n7) — (0,0), r — 0 (instédngning) och darmed f(§,n) =2, r =0

= 0 enligt instangningsregeln, ty ytterleden i uppskattningen beror inte

Anmaiarkning: Observera att vi inte kan anvidnda integralkalkylens medelvéirdessats direkt pa den
givna integralen, ty D, &ar ej en kompakt méngd. FE, dr daremot kompakt och det gar dérfor bra
att anvinda medelvardessatsen pa F,., forutsatt att integranden ar kontinuerlig pa E,.. Da den givna
integranden inte ar kontinuerlig i origo (den &r ju inte ens definierad dér) maste vi forst hitta ett virde
pa integranden som gor denna kontinuerlig i origo, och forst darefter ar det fritt fram att anvinda
medelvardessatsen.



