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1) Viser att P : (0,0,2) dr enda mdojligheten. V£(0,0,2) = 1,3) =: 4n ar da enligt sats normal
x 0 \f2
till § i P. Normallinjen L ges dérfor av | y | = | 0 | +¢ 1 medan tangentplanet II far
z 2 3
ekvationen v2x + y+3z=6.
1
Enhetsvektorn som pekar fran P i riktning mot (0,1, —1) ges av 0 = E(O, 1,—3) sa sokta riktnings-
32
derivatan blir f2(0,0,2) = V£(0,0,2) -0 = ———.
Fi0.0.2) = V1(0.0.2) -5 =~
d 1 -2
2) Sitt u=2x+y, v =x — 3y sa fas (u,v) = —7, sa att dedy = —dudv, samt x = 3u+’u’ y = -2
d(x,y) 7 7 7
Detta ger (I = sokt integral)
P 1 1] 1720 o2 1% 13
v v
I= —2u—v)=du | dv=—= =—|—-—=- =——.
//(uv)7u v 7/u+uv 7[3 5 v]l )
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3a) Kedjeregeln ger

%_%%_’_Bzav 9 0z %_%@_’_éhav 23z+5z
dr  Oudx Ovox “ou dy Oudy Ovdy Oou  Ov’

Insdttning i den givna ekvationen ger

0z 0z 0z 0z 0z 0z 0z x 1 Ju
=028 oy TE —9p2y 0 _9p2yF 9 0% _ 9y 9% T - U
=T T Yoy Y9 You ~ Yoo Y90 T a0 T 27 2\
med allmén 16sning z = —v/uv 4 g(u) = —2y + g(x?y) dir g € C' &r en godtycklig envariabelfunktion.

Givna villkoret ger 22 = z(x,1) = —z + g(z%) & g(t) =t +Vt d vs 2z = 2%y — 2y + 2/¥.
3b) Kedjeregeln och produktregeln ger
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4) T en omsorgsfullt ritad figur ser vi att byte till polara koordinater ger (I = sokt integral)

\/5 0 2 2 \/5 3 0 1 1
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= ——Tpdp | dp= — 4+ =cos2p | dp | d
/ / 24t PN /2+p4 / (2+2CO§ w) 7
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p [gp 1. ] T+2[1 4 (m+2)In2
= = + —sin2¢p dp = —In 2—|—p) =
1/2+p4 2 1 i s i . 32
5ab) Se kursboken.
kT
5¢) Tydligen d&r V' = —. Detta ger
p
aVv ov kT k kT k kT
dV = ——dp+ dT = ——-dp + dT = —— - (—0.03p) + — - 0.017 = 0.04— = 0.04V,
dp aT p? D D

d v s gasens volym Okar med ca 4% (exakta vérdet blir 4.12...%).



6) I sfariska koordinater &r 22 + 9% > 322 < r?sin®0 > 3r?cos’ 0 & m/3 <60 <27n/3 (ty 0 <0 < ).
Byte till sfiriska koordinater ger darfor (I = sokt integral):

w/3 1 o 27/3 1 27
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Anm: Forsta integralen ar /// 322 dxdydz och den tredje integralen &r /// 322 dedydz dar (Rita!)
Dy Do

D; och Dy &r den del av 6vre resp. undre halvan av dubbelkonen 3z? > z?+1? som ligger i enhetsklotet.

Rékningarna ovan kan forenklas om man observerar att integranden &r en jamn funktion av z samtidigt
som D; och Dy &r varandras spegelbilder i zy-planet. Det foljer alltsa direkt att dessa tva integraler
maste vara lika.

7) Da z endast beror pa p = /22 + y? i ekvationen f6r bada ytorna ar problemet helt rotationssym-
metriskt kring z-axeln. Det récker darfér att undersoka plan som tangerar Sy i en punkt i den del av yz-
planet dér y > 0, d v s i punkter P, av formen P, : (0,a, 14+a*) for a > 0. Sétt f(z,y, 2) = (2*+y?)*—2
sa att f(zr,y,2) = —1 pa S;. Da ér Vf(0,a,1+ a*) = (0,4a®, —1) en normal till tangentplanet till S;
i P, som dirfor far ekvationen 4a®y — z = 3a* — 1.

Méngden D ges dirfor av olikheterna 22 + y? < z < 4a®y — 3a* + 1 och D:s projektion i zy-planet blir
(Rita!) E : 2% 4+ 9? < 4a’y — 3a* +1 & 22 + (y — 2a®)? < 4a% — 3a* + 1 =: g(a). Vi noterar hiir att

. 1 1 1
g'(a) =12a3(2a%> — 1) sa ¢'(a) < 0 for 0 < a < 7 g'(a) > 0 for a > Wi och ¢'(0) = ¢ <\@> =0.

1
Da dessutom g(a) — co,a — oo foljer att g(a) kan anta alla varden > g (\@) = Z

Volymen V' av D ges nu av (anvinder stavar i z-led)

V= /// drdydz = // (9(a) — 2* = (y — 2a%)*) dady = /ZI z g;ﬁgs«:&psmgp/

D
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och da g(a) enligt ovan kan anta alla varden > z foljer att V kan anta alla varden i intervallet B; 00 {



