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1) De givna parablerna kan skrivas x = 4 — (y — 2)? och # = (y — 1)? — 1 och de skér varandra i (0,0)
och (3,3). En figur ger sedan (I = sokt integral)
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2) Som i kursen i linjar algebra ser vi att vektorn n = (3, —1,2) ar normal till II. 72 ar darfor parallell med
vektorn Vf(1,1,1) = 2(A, B, C) (dir f(x,y,2) = Ax®*+By*+C2* = 1pa ) varfor 0 = nx (A, B,C) =
(-2B - C,2A-3C,A+3B) & A= —-3B och C = —2B (mittenekvationen ar da identiskt uppfylld).
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Att (1,1,1) ligger pa S ger sedan ekvationen A+ B+ C =1 varur (4, B,C) = <4, T 2) och ytan
3z y? 2
S o 1 + 5= =1 &r en enmantlad hyperboloid med y-axeln som symmetriaxel.
3) En figur, samt byte till poldra koordinater ger (I = sokt integral)
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I= / / pPcos® o - pdp | dp =20V10 / (1 —sin® p) cos pdyp = 60 — 18 = 42,
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dér vi anvant att sin(arctan 3) 5 ilket fas ur en rétvinklig triangel

r vi anvén in(arctan 3) = — vi ur en ratvinklig triangel.
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4) Forenkling ger att f(z,y) = 5+ for (x,y) # (0,0) sa pa z-axeln &r f(x,0) = 5+x — 5, x — 0.
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Byte till poldra koordinater samt trlangelolikheten ger
0 < Ifay) -5 = Z =Pl 22—l [pPcos’ o — pPsind o]
— ) $2+9y2 — $2+y2 p2

< p (| cos® | +[sin® ¢|) <2p =0, p— 0.

Ytterleden i denna olikhet beror e€j pa ¢ sé instéangning ger ( %im(o 0 f(z,y) =5. Med f(0,0) =5 blir
z,y)—(0,
f alltsa kontinuerlig i (0,0), enligt definitionen av kontinuitet. Definitionen av partiell derivata ger
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5) Omu € C? &r en 16sning dr ((ay —1)e” + (5a + 1)ye“2x)y =uly, = uy, = (aex +e®+ (9a — 3)6“2””)z &
0=(9a —3a®> —5a—1)e"® = (a— 1)(3a+ 1)2e* " dvsa=1ellera=—1/3.
Fér a = 1 fas ekvationerna uj, = (7y — 1)e® och u;, = 7e” 4 ¢¥. Den andra av dessa ér ekvivalent med
att u = Tye® + ¥ + f(z) for godtyckligt f. Om detta sétts in i forsta ekvationen fas Tye®” + f'(x) =
(Ty —1)e* & f'(z) = —e” & f(x) = —e” + C dir C ar en godtycklig konstant.

For a = —1/3 fas u, = (7% — 1) e’ — %em/g, uy, = e ¥/% — % — 6e™/ som 16ses pa samma sétt.
Fér a = 1 har alltsa systemet l6sningarna v = (7y — 1)e® + e¥ + C och for a = —1/3 har systemet
l6sningarna v = (f% — 1) e® — 6ye™® — 3e7Y/3 + D dar C, D #r godtyckliga konstanter. Om a # 1
och a # —1/3 saknar systemet 16sning
6) Kedjeregeln ger
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Kedjeregeln och produktregeln tillsammans ger sedan
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Pa samma sitt fas (ty z € C?)
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Inséttning vansterledet ger 9ysa—xz — 6y° o ;y + ya—yz — 28—; = 9y5a—vz sa vi far ekvationen
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dvsz= yz +af(x+y*) + gz +y°) dir f,g € C? ér godtyckliga envariabelfunktioner.
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Det givna villkoret ger 0 = z(0,y) = yz +9(®) e gt) = - De sokta 16sningarna ges darfor av
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dér f € C? &r en godtycklig envariabelfunktion.

7) Isfiriska koordinater blir den givna olikheten % (r* + (a — 1)r? cos® 9)2 <ler<(1+(a—1)cos® 0)_1/3.
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Vi ser att om a = 1 sa fas r < 1 d v s Dy &r enhetsklotet, sa V(1) = % Om a # 1 sétter vi

b=a— 1+ 0. Byte till sfariska koordinater ger nu

- (1+bc052 9)71/3 o T 3 (1—&-17:3052 9)71/3
V(a) = / / /7"2 sinfdy | dr | df = 277/81119 [3] do
0 0 0 0 ’
W 1
9 ino 4 dt
= % / %d& = /Bytet t = cos§ ger jimn integrand/ = % / Tr o2
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Hér ser vi att vi maste dela upp i tva fall. For b > 0 fas
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V(a) = — arctan (\/l;t) = — — arctan Vb.
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For b < 0 sétter vi ¢ = —b (sa att 0 < ¢ < 1) och far, efter en partialbraksuppdelning, att

- ke % [ (S o e (B - e (2)

2 1++v1— 4
Sammanfattningsvis ar alltsa V(a) = T 1 + ) om0 <a< 1, V(a) = T oma=1
3V1— —v1l—a 3
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och V(a) = 3\/% arctanva —1om a > 1.



