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1) Vi ser (Rita figur!) att D begrénsas av linjerna z = 0, y = 2 och = 2y. Upprepad integration ger
(I = sokt integral)
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2) Forsta ckvationen #r ekvivalent med att u = 2?ye® + f(y,z) for nagot f. Insittning i andra ger
(2% — 6y?)e* = Uy, = z2e” + foy,z) dvs fi(y,2) = —6y%e* & f(y,2) = —2y%e* + g(2) for nagot
g. Insittning i tredje ger till sist att (2%y + z — 2¢°%)e* = u), = 2%ye” — 2y%e* + ¢'(2) d v s ¢'(2) =
ze® & g(z) = (z — 1)e* + C for nagon konstant C. Alla 16sningar till systemet ges darmed av
u = (zy — 2y + 2 — 1)e* + C dér C &r en godtycklig konstant.

3a) Se kursboken.
3b) Se kursboken.

3c) Satt f(z,y) = W P& z-axeln ar f(z,0) = 0 sa om det givna gransvérdet existerar sa ar det 0.
Betrakta
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0 < |f(z,y) = % — /polira/ = |P-E2 P “"pQ” €08 PIP] </ A-olikheten/ <

< p (|cospsin® | + |cos® psinp|) < 2p — 0,p = 0

Da inget av ytterleden i denna olikhetskedja beror pa ¢ ar ( %un( : f(z,y) = 0 enl. instdngningsregeln.
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4) Byte till sfériska koordinater ger (I = skt integral)
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5) Kalla tangeringspunkten (a,b,c) och sitt f(z,y,2) = 2> +y*> — 2 = 0 pa S. Da ar Vf(a,b,c) =
(2a,2b, —1) en normalvektor till sokta tangentplanet som darfor far ekvationen 2ax + 2by — z = d for
nagon konstant d. Da (a,b,c) ligger i detta plan fas d = 2a? + 2b* — ¢. Men (a, b, ¢) ligger ocksa pa S
varfor a® + b? = ¢ vilket ger d = 2¢ — ¢ = c.

Att planet innehaller den givna linjen &r ekvivalent med att (3,1,5) ligger i planet och att vektorn
(1,2,0) &ar ortogonal mot planets normal. Det forsta av dessa villkor ger att 6a + 2b — 5 = ¢ och det

andra ar ekvivalent med att 2a +4b=0,d vs a = —2b och ¢ = —10b — 5. Villkoret a® + b* = ¢ ger da
att —10b — 5 = 5b% < b = —1 (dubbelrot).

Det enda planet som uppfyller forutsittningarna ar alltsa 4o — 2y — z = 5 som tangerar S i (2, —1,5).



6)

Kedjeregeln ger
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Detta ger
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Allménna 16sningen blir saledes z = —y? + F(x1ny) + G(x) for godtyckliga C2-funktioner F och G.
Villkoret z(z,e) = 0 ger nu att 0 = —% + F(z) 4+ G(z) d v s G(x) = £ F(x) sa det foljer att

T
x _ @
=Y F(zlny) — F(z) fér nigot F. Detta ger z,(z,y) = —y* ' + fF’(x Iny). Villkoret
€ Y

1
z,(1,y) = 0 ger darfor 0 = —1—|—§F’(lny) S F(hy)=ye /t=lny/ & F({t)=¢ & Ft)=¢ +C.

Den sokta l6sningen blir alltsa z = ¢ +y"+C—(e"+C) = (y® —e).

x
Vi noterar forst att den sokta integralen I kan skrivas I = / z / / rdxdy | dz.

D, ges av (z — 1)? +y? < r(2)?. Variabelbytet u = 2 — 1, v = y ger dirfor
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ty forsta integralen ar en udda funktion av w integrerad Gver en méangd som &ar symmetrisk m a p
v-axeln och andra integralen ger arean av en cirkel med radie r(z).

Lat nu P vara punkten (0,0, 2) och lat @ vara D,:s medelpunkt (1,0, 2). Drag en linje fran P som

tangerar randen av D, i en punkt R. Da ar triangeln med hoérn i P, @) och R rétvinklig med rita vinkeln
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vid R. Om « é&r vinkeln vid P i denna triangel sa ar % =2« = 2arcsinr(z) d v s r(z) = sin I

Detta ger
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