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Inga hjälpmedel till̊atna (inte heller miniräknare). 8/11/14 poäng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 poäng (av 3 möjliga) ger betyg 3/4/5. Länk till lösningsskiss finns
efter tentamen p̊a kursens hemsida.

1. Beräkna

∫∫
D

xy dxdy, där omr̊adet D begränsas av kurvorna y = x2 och x+ y = 2.

2. Bestäm alla funktioner z(x, y) av klass C1 som uppfyller differentialekvationen
xz′x − z′y = 2x2 för x > 0 samt bivillkoret z(1, y) = e−y. Ledning: Använd t.ex.
variabelbytet u = xey, v = x.

3. Bestäm alla lokala maximi- och minimipunkter för f(x, y, z) = 4x+ 2x2 + y2 + z2 +
2xz + x2y2.

4. Bestäm konstanten k s̊a att tangentplanet till ytan z = x + y2 + x3 + k d̊a
(x, y) = (1,−1) inneh̊aller punkten (x, y, z) = (2, 3, 4).

5. Beräkna ∫∫∫
D

1 + z2

(x2 + y2 + z2)3
dxdydz

där omr̊adet D ges av olikheterna x2 + y2 + z2 ≥ 4 och z ≥ 0.

6. Betrakta ekvationssystemet

3x + 4y2 + z2 = 17,

4x + 6y + 4z + exyz = 17.

Vilken eller vilka av följande saker garanterar implicita funktionssatsen att man (i
princip) kan göra lokalt, nära punkten (x, y, z) = (0, 2, 1)?

(a) Lösa ut x och y som C1-funktioner av z.

(b) Lösa ut x och z som C1-funktioner av y.

(c) Lösa ut y och z som C1-funktioner av x.

I de fall där det g̊ar, beräkna förstaderivatorna av de utlösta funktionerna i punkten
ifr̊aga.
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1. Upprepad enkelintegration ger direkt∫∫
D
xy dxdy =

∫ 1

x=−2

(∫ 2−x

y=x2
xy dy

)
dx =

∫ 1

x=−2
x

(
(2− x)2

2 − (x2)2

2

)
dx.

Svar: −45/8.

2. Med det föreslagna variabelbytet f̊as enligt kedjeregeln z′x = eyz′u + z′v
och z′y = xeyz′u, vilket insatt i ekvationen ger xz′v = 2x2, dvs. z′v = 2v
(för v > 0). Integration ger z(u, v) = v2 + g(u), där g är en godtycklig
C1-funktion, allts̊a z(x, y) = x2 + g(xey). Bivillkoret z(1, y) = e−y ger
nu 1 + g(ey) = e−y, dvs. g(t) = 1

t
− 1 (för t > 0).

Svar: z(x, y) = x2 + 1
xey
− 1.

3. Stationära punkter f̊as genom att sätta gradienten lika med nollvektorn:

∇f(x, y, z) =

4 + 4x+ 2z + 2xy2

2y + 2x2y
2z + 2x

 =

0
0
0

 .
Mittenekvationen 2(1 + x2)y = 0 ger genast y = 0, och d̊a återst̊ar ett
linjärt ekvationssystem för x och z. Man finner att den enda stationära
punkten är (x, y, z) = (−2, 0, 2). Fr̊an andraderivatorna i denna punkt
erh̊alls p̊a vanligt sätt den kvadratiska formen

Q(h, k, l) = 4h2 + 10k2 + 2l2 + 4hl = 2(l + h)2 + 2h2 + 10k2,

som är positivt definit (enligt det vanliga resonemanget).
Svar: f har lokalt minimum i punkten (−2, 0, 2). (Lokalt maximum
saknas.)

4. Sätt f(x, y) = x+ y2 + x3 + k, s̊a att ytan är z = f(x, y). Ekvationen
för tangentplanet ifr̊aga är

z = f(1,−1) + f ′x(1,−1) (x− 1) + f ′y(1,−1) (y − (−1))
= 3 + k + 4(x− 1)− 2(y + 1)
= k − 3 + 4x− 2y,

vilket satisfieras av punkten (x, y, z) = (2, 3, 4) om och endast om

4 = k − 3 + 4 · 2− 2 · 3 ⇐⇒ k = 5.

Svar: k = 5.



5. Integralen är generaliserad eftersom omr̊adet D är obegränsat, men
integranden är positiv s̊a vi kan räkna p̊a som vanligt, och t.ex. byta
till rymdpolära koordinater:∫∫∫

D

1 + z2

(x2 + y2 + z2)3 dxdydz

=
∫ ∞
r=2

(∫ π/2

θ=0

(∫ 2π

ϕ=0

1 + r2 cos2 θ

(r2)3 r2 sin θ dϕ
)
dθ

)
dr

= 2π
∫ ∞
r=2

[
− cos θ − r2 · 1

3 cos3 θ

r4

]π/2

0
dr

= 2π
∫ ∞
r=2

( 1
r4 + 1

3r2

)
dr = 2π lim

R→∞

[
− 1

3r3 −
1
3r

]R
r=2

= 2π
3

(1
8 + 1

2

)
.

Svar: 5π/12.

6. Sätt F (x, y, z) = 3x+ 4y2 + z2 och G(x, y, z) = 4x+ 6y + 4z + exyz. D̊a
är F och G av klass C1, och den givna punkten uppfyller ekvationerna:
F (0, 2, 1) = 17, G(0, 2, 1) = 17. Det återst̊aende villkoret som krävs
för att implicita funktionssatsen ska visa att ekvationssystemet lokalt
definierar x och y som C1-funktioner av z är att determinanten d(F.G)

d(x,y) =∣∣∣∣ F ′
x F ′

y

G′
x G′

y

∣∣∣∣ är skild fr̊an noll i punkten (0, 2, 1). Detta är samma sak som
att z-komponenten är skild fr̊an noll i kryssprodukten

∇F (0, 2, 1)×∇G(0, 2, 1) =

 3
16
2

×
6

6
4

 =

 52
0
−78

 ,
vilket uppenbarligen är sant. Svaret i (a) är allts̊a att det g̊ar. Implicit
derivering av F (x(z), y(z), z) = 17 och G(x(z), y(z), z) = 17 ger (efter
insättning av z = 1, x(1) = 0, y(1) = 2) ett 2× 2-ekvationssystem för
derivatorna x′(1) och y′(1); de kan ocks̊a f̊as direkt s̊ahär1:(

x′(1)
y′(1)

)
= 1
−78

(
52
0

)
=
(
−2/3

0

)
.

Vad gäller (b) s̊a är y-komponenten i kryssprodukten noll, s̊a i det fallet
säger inte implicita funktionssatsen n̊agonting. Däremot g̊ar även (c)
bra, eftersom x-komponenten är nollskild, och derivatorna av y(x) och
z(x) d̊a x = 0 blir(

y′(0)
z′(0)

)
= 1

52

(
0
−78

)
=
(

0
−3/2

)
.

1Kurvan (x(z), y(z), z) beskriver skärningen mellan ytorna F = 17 och G = 17, och har
tangentvektorn (x′(z), y′(z), 1). Kryssprodukten är ocks̊a tangentvektor till skärningskurvan.
Allts̊a m̊aste (x′(1), y′(1), 1) vara parallell med (52, 0,−78).
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