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Inga hjälpmedel till̊atna (inte heller miniräknare). 8/11/14 poäng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 poäng (av 3 möjliga) ger betyg 3/4/5. Länk till lösningsskiss finns
efter tentamen p̊a kursens hemsida.

1. Bestäm alla lokala maximi- och minimipunkter för f(x, y) = x2 + 4y2 + 8xy − x3.

2. Bestäm alla funktioner f(x, y, z) av klass C1 som uppfyller

∇f(x, y, z) =

 2xy2ey + yzez

yx2(y + 2)ey + (xz + 1)ez + 3
y(xz + x + 1)ez + 2z

 , f(0, 1, 0) = 2.

3. Beräkna

∫∫
D

x + 2y

3y − x
dxdy, där omr̊adet D ges av 2 ≤ 3y−x ≤ 6 och 2 ≤ 2x−y ≤ 4.

4. Bestäm alla linjer Ax + By = C som g̊ar genom punkten (−2,−4) och tangerar
kurvan (x, y) = (t2 + 1, t2 − t), t ∈ R.

5. Beräkna volymen av omr̊adet

D = {(x, y, z) ∈ R3 : z ≥ (x2 + y2)1/4, 3x2 + 3y2 + z2 ≤ 4}.

6. En parametriserad kurva (x(t), y(t)) i xy-planet avbildas via sambanden

(u, v) = (x + y3, x3y2)

p̊a en kurva (u(t), v(t)) i uv-planet. Om (x(0), y(0)) = (2, 1), vad ska kurvans

tangentvektor
( x′(0)
y′(0)

)
vara för att man i motsvarande punkt p̊a kurvan i uv-planet

ska f̊a tangentvektorn
( u′(0)
v′(0)

)
=
(
1
0

)
?



Lösningsskisser till TATA69 Flervariabelanalys 2018-01-04

1. Stationära punkter f̊as ur ekvationerna f ′x = 2x + 8y − 3x2 = 0 och
f ′y = 8y + 8x = 0, med lösningarna (x, y) = (0, 0) eller (x, y) = (−2, 2).
Andraderivatorna är f ′′xx = 2 − 6x, f ′′xy = 8 och f ′′yy = 8, vilket ger de
kvadratiska formerna

Q(0,0)(h, k) = 2h2 + 16hk + 8k2 = 8(k + h)2 − 6h2

(indefinit, allts̊a är (0, 0) en sadelpunkt) och

Q(−2,2)(h, k) = 14h2 + 16hk + 8k2 = 8(k + h)2 + 6h2

(positivt definit, allts̊a är (−2, 2) en lokal minimipunkt).
Svar: Funktionen har lokalt minimum i punkten (−2, 2).

2. Fr̊an den första ekvationen f ′x = 2xy2ey + yzez f̊as f(x, y, z) = x2y2ey +
xyzez+g(y, z) för n̊agon ännu okänd funktion g(y, z). Insättning av detta
i den andra ekvationen f ′y = yx2(y+2)ey +(xz+1)ez +3 ger g′y = ez +3,
dvs. g(y, z) = y(ez + 3) + h(z) för n̊agon funktion h(z). Insättning av
det vi nu vet om f i den sista ekvationen f ′z = y(xz + x+ 1)ez + 2z ger
h′ = 2z, allts̊a h(z) = z2 + C för n̊agon konstant C. Allts̊a f(x, y, z) =
x2y2ey + xyzez + y(ez + 3) + z2 + C, och villkoret f(0, 1, 0) = 2 ger
C = −2.
Svar: f(x, y, z) = x2y2ey + xyzez + y(ez + 3) + z2 − 2.

3. Variabelbytet u = 3y − x, v = 2x − y ger direkt ett nytt omr̊ade E
med gränserna 2 ≤ u ≤ 6 och 2 ≤ v ≤ 4. Funktionaldeterminanten
d(u,v)
d(x,y) =

∣∣∣ −1 3
2 −1

∣∣∣ = −5 ger dudv = | − 5| dxdy = 5 dxdy. Allts̊a∫∫
D

x+ 2y
3y − x dxdy =

∫∫
E

u+ v

u

dudv

5 = 1
5

∫ 6

u=2

(∫ 4

v=2

(
1 + v

u

)
dv
)
du

= 1
5

∫ 6

u=2

(
2 + 6

u

)
du = 1

5(8 + 6 ln(6/2)).

Svar: 2
5(4 + 3 ln 3).

4. Vi söker en punkt P = (x(t), y(t)) p̊a kurvan s̊adan att vektorn fr̊an P

till (−2,−4) är parallell med kurvans tangentvektor i P , allts̊a
(

x′(t)
y′(t)

)
.

Detta ger (
t2 + 1
t2 − t

)
−
(
−2
−4

)
‖
(

2t
2t− 1

)
,

vilket är uppfyllt d̊a

0 =
∣∣∣∣∣ t2 + 3 2t
t2 − t+ 4 2t− 1

∣∣∣∣∣ = t2 − 2t− 3 = (t+ 1)(t− 3).



Insättning av värdena t = −1 och t = 3 ger punkterna (x, y) = (2, 2)
respektive (10, 6), och att räkna ut ekvationerna för de linjer som
förbinder dessa punkter med (−2,−4) är en rutinsak.
Svar: 3x− 2y = 2 och 5x− 6y = 14.

5. V :s volym är∫∫∫
D
dxdydz =

∫∫
E

(∫ (4−3x2−3y2)1/2

z=(x2+y2)1/4
dz

)
dxdy

där E är det omr̊ade i R2 där olikheten

(x2 + y2)1/4 ≤ (4− 3x2 − 3y2)1/2

gäller. I polära koordinater (ρ, ϕ) f̊as √ρ ≤
√

4− 3ρ2, allts̊a 0 ≤ ρ ≤ 1,
s̊a E är helt enkelt enhetscirkelskivan. Integralen ovan blir allts̊a

2π
∫ 1

0

(√
4− 3ρ2 −√ρ

)
ρ dρ = 2π

[
−1

9(4− 3ρ2)3/2 − 2
5ρ

5/2
]1

0

= 2π
(

43/2 − 1
9 − 2

5

)
= 2π

(7
9 −

2
5

)
.

Svar: 34π/45.

6. Kurvan i uv-planet ges av

u(t) = x(t) + y(t)3, v(t) = x(t)3y(t)2,

s̊a med kedjeregeln f̊as

u′(t) = x′(t)+3y(t)2y′(t), v′(t) = 3x(t)2x′(t) ·y(t)2 +x(t)3 ·2y(t)y′(t).

Insättning av t = 0 och de givna värdena x(0) = 2 och y(0) = 1 ger

u′(0) = x′(0) + 3y′(0), v′(0) = 12x′(0) + 16y′(0),

dvs. (
u′(0)
v′(0)

)
=
(

1 3
12 16

)(
x′(0)
y′(0)

)
.

(Anmärkning: Matrisen här är helt enkelt avbildningens funktionalmatris
i punkten (x, y) = (2, 1).) För att f̊a u′(0) = 1 och v′(0) = 0 m̊aste vi ta(

x′(0)
y′(0)

)
=
(

1 3
12 16

)−1 (1
0

)
= 1
−20

(
16 −3
−12 1

)(
1
0

)
= 1

5

(
−4
3

)
.

Svar: x′(0) = −4/5 och y′(0) = 3/5.
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