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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirédknare). 8/11/14 poéng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns
efter tentamen pa kursens hemsida.

1. (a) Bestdm den allménna C'-l6sningen z(z,y) till differentialekvationen
yz, —xz, =2y  (>0,y>0),

t.ex. med hjalp av variabelbytet u = zy, v = y.

(b) Bestém de l6sningar som uppfyller z(z, 1) = z°.

(c) Bestdm de l6sningar som uppfyller z(z, ) = 2°.

2. Berikna // VvV (3y — 2)(2 +y — ) dedy, dér D ér triangeln med horn i (z,y) =
D
(0,0), (3,1) och (2,2).

3. Berdkna /// xyz drdydz, dar D ges av olikheterna 2% + y* + 2% < 2, 2 < 0 och
y>x>0. b

4. Bestdm konstanten k sa att planet 2z — 2y + z = 0 tangerar ytan x = yIn z 4 k.

29, .3 .3
(x4+y)+2°—y 5r

5. Lat f(x,y) = PR

(x,y) # (0,0) och f(0,0) = 1.

(a) Undersok om f &r kontinuerlig i (0,0).
(b) Berdkna derivatorna f,(0,0) och f;(0,0) (om de existerar).

(c) For v = (\%, \/Lé)’ berikna riktningsderivatan f(0,0) (om den existerar).

6. Antag att f(x,y) har Maclaurinutvecklingen
f(h,k) = £(0,0) + Q(h, k) + O((h* + K)*?),
dar Q(h, k) ar en positivt semidefinit kvadratisk form. Kan da foljande intréffa?
Svara ja (med tydligt exempel) eller nej (med tydligt motbevis) i varje deluppgift
for sig.
(a) f har strangt lokalt minimum i origo.
(b) f har varken lokalt maximum eller lokalt minimum i origo.

(c¢) f har striangt lokalt maximum i origo.
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1. (a) Sétt u =y, v =y. Kedjeregeln ger 2;, =y 2, och 2, = 2, + z,,
sa den givna PDEm y 2, — w2, = 2x1° ar ekvivalent med

v 2, = 2uv? (u>0,v>0).

Alltsé: 2], = 2uv, s& att z = wv? + g(u) = 2y + g(zy).
Svar: z(z,y) = zy® + g(xy), dir g ir en godtycklig C'-funktion av
en variabel.

(b) Insittning av y = 1 i lésningen fran (a) ger 2% = z(x,1) = x+ g(x),
dvs. g(z) = 2% — x.
Svar: z(z,y) = zy° + (zvy)* — xy.

(c) Inséittning av y = x istillet ger 22 = z(x,x) = 2* + g(a?), dvs.
g(t)y=1t—1t* (for t > 0).
Svar: z(z,y) = x> + 2y — (zy)>.

2. Med variabelbytet u = 3y — z, v = 2 + y — x fas en ny triangel F
med horn i (u,v) = (0,2), (0,0) och (4,2). (Observera att u och v &r
ickenegativa i E, s att vi kan anvanda regeln \/uv = \/u+/v nedan.)

;lgzzg = ’det (j ?)‘ = |2| = 2 fas dudv = 2 dxdy, och alltsa
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3. Notera att svaret maste bli negativt, eftersom integranden xyz ér negativ
i (det inre av) integrationsomradet D.

I rymdpolira koordinater fas ett nytt omrade £ med grianser 0 < r < v/2,
/2 <0 <mochr/4<¢p<7/2 alltsa

/// xyzdxdydz:/// rcos psinf - rsinpsinf - rcos 6 - v sin 0 drdfdyp
D E

V2 IS w/2
= </ 7"5d7"> (/ sin® 6 cos 0 d@) (/ sin  cos ¢ dgp)
0 /2 w/4

B [7“6]\/5 [sin4 Hr [Sin2 gor/Q
6 0 4 w/2 2 w/4

8-0 0—-1 1—-35 1

6 4 2 12

Det gar ocksa bra att rdkna direkt i de ursprungliga koordinaterna, om
man sa foredrar:

1 V2—z2 0 1
///D xyz drdydz = /:c:o (/ym (/Z_ PR ryz dz) dy) dr = T

Svar: —1/12.

4. Lat f(x,y,2) = = —ylnz (for z > 0), s& att ytans ekvation &r
f(z,y,2) = k. I den sokta tangeringspunkten (a, b, ¢) ska ytans normal-
vektor V f(a, b, ¢) vara parallell med normalvektorn till planet 2x — 2y +
z =0, dvs.

1 2
—lnc|l =X -2
—b/c 1

for nagon konstant A. Jamforelse av x-koordinaterna ger direkt A = 1/2,
och da blir Inc =1 och b/c = —1/2, alltsa ¢ = e och b = —e/2. Punkten
(a,b, c) ska ligga i planet 2z — 2y + z = 0, vilket ger a = %(26 —c) = —e,
och det sokta k-virdet fas slutligen ur

k= f(a,bc) = f(—e,—e/2,e) = —e—(—€/2) -1 = —e/2.

Svar: k = —e/2.



5.

(a)

(b)

Fort #0ar f(t,t) = % = 2, vilket inte gar mot f(0,0) =1
dat — 0.
Svar: f ar inte kontinuerlig i (0, 0).

Vi har

12(0,0) = lim

h—0 h - flLlir(l) E

f(h,0) — £(0,0) 1<h2+h3_1> — Hm1=1.
h2 h—0

(Kan &ven ses sahér: f(z,0) = x+1 for alla z € R, inklusive z = 0,
sd fi(z,0) = L(z+1) =1 for alla v € R, inklusive z = 0.)

P4 liknande sitt fas f,(0,0) = —1.

Svar: f;(0,0) =1 och f;(0,0) = —1.

Riktningsderivatan f(0,0) ar ¢’(0), dar g(¢t) = f(tv). Men vi sig
jui (a) att funktionen

2, t#£0,

g(t) = f(tv) = f(t/V2,1/V2) = {1 o

inte &r kontinuerlig i ¢ = 0, och alltsd &n mindre deriverbar dar.
Svar: Derivatan f,(0,0) i riktningen v = (\%2, %) existerar inte.

6. Svaret ar ja i alla tre fallen. Exempel:

(a)

(b)

(c)

f(x,y) = 2% + y* har stringt lokalt (och t.o.m. globalt) minimum
i origo, eftersom f(0,0) =0 och f(x,y) > 0 (uppenbart) for alla
(z,y) # (0,0). Den kvadratiska formen i Maclaurinutvecklingen
ar i detta fall Q(h, k) = h?, prototypen for en positivt semidefinit
kvadratisk form.

f(x,y) = 2% —y* har varken lokalt maximum eller lokalt minumum
i origo, eftersom f(0,0) = 0 och varje omgivning av origo innehaller
bade punkter dér f dr negativ och dér f ér positiv: f(z,0) = 22 >
0 om z # 0, och f(0,y) = —y* < 0 om y # 0. Aven har ar
Q(h, k) = h2.

f(z,y) = —2* — y* har stringt lokalt (och t.o.m. globalt) max-
imum i origo. I detta fall ar Q(h,k) = 0, vilket faktiskt &r en
positivt semidefinit form, eftersom den uppfyller de villkor som
kravs: Q(h, k) > 0 for alla (h, k), och det finns (h, k) # (0,0) dér
Q(h, k) = 0. (Denna form &r dven negativt semidefinit; det dr den
enda kvadratiska formen som tillhér tva olika kategorier.)



	tata69-20170817
	tata69-20170817-losn

