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Inga hjälpmedel till̊atna (inte heller miniräknare). 8/11/14 poäng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 poäng (av 3 möjliga) ger betyg 3/4/5. Länk till lösningsskiss finns
efter tentamen p̊a kursens hemsida.

1. (a) Bestäm den allmänna C1-lösningen z(x, y) till differentialekvationen

y z′y − x z′x = 2xy3 (x > 0, y > 0),

t.ex. med hjälp av variabelbytet u = xy, v = y.

(b) Bestäm de lösningar som uppfyller z(x, 1) = x2.

(c) Bestäm de lösningar som uppfyller z(x, x) = x2.

2. Beräkna

∫∫
D

√
(3y − x)(2 + y − x) dxdy, där D är triangeln med hörn i (x, y) =

(0, 0), (3, 1) och (2, 2).

3. Beräkna

∫∫∫
D

xyz dxdydz, där D ges av olikheterna x2 + y2 + z2 ≤ 2, z ≤ 0 och

y ≥ x ≥ 0.

4. Bestäm konstanten k s̊a att planet 2x− 2y + z = 0 tangerar ytan x = y ln z + k.

5. L̊at f(x, y) =
(x + y)2 + x3 − y3

x2 + y2
för (x, y) 6= (0, 0) och f(0, 0) = 1.

(a) Undersök om f är kontinuerlig i (0, 0).

(b) Beräkna derivatorna f ′
x(0, 0) och f ′

y(0, 0) (om de existerar).

(c) För v =
(

1√
2
, 1√

2

)
, beräkna riktningsderivatan f ′

v(0, 0) (om den existerar).

6. Antag att f(x, y) har Maclaurinutvecklingen

f(h, k) = f(0, 0) + Q(h, k) +O
(
(h2 + k2)3/2

)
,

där Q(h, k) är en positivt semidefinit kvadratisk form. Kan d̊a följande inträffa?
Svara ja (med tydligt exempel) eller nej (med tydligt motbevis) i varje deluppgift
för sig.

(a) f har strängt lokalt minimum i origo.

(b) f har varken lokalt maximum eller lokalt minimum i origo.

(c) f har strängt lokalt maximum i origo.
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1. (a) Sätt u = xy, v = y. Kedjeregeln ger z′x = y z′u och z′y = x z′u + z′v,
s̊a den givna PDE:n y z′y − x z′x = 2xy3 är ekvivalent med

v z′v = 2uv2 (u > 0, v > 0).

Allts̊a: z′v = 2uv, s̊a att z = uv2 + g(u) = xy3 + g(xy).
Svar: z(x, y) = xy3 + g(xy), där g är en godtycklig C1-funktion av
en variabel.

(b) Insättning av y = 1 i lösningen fr̊an (a) ger x2 = z(x, 1) = x+g(x),
dvs. g(x) = x2 − x.
Svar: z(x, y) = xy3 + (xy)2 − xy.

(c) Insättning av y = x istället ger x2 = z(x, x) = x4 + g(x2), dvs.
g(t) = t− t2 (för t ≥ 0).
Svar: z(x, y) = xy3 + xy − (xy)2.

2. Med variabelbytet u = 3y − x, v = 2 + y − x f̊as en ny triangel E
med hörn i (u, v) = (0, 2), (0, 0) och (4, 2). (Observera att u och v är
ickenegativa i E, s̊a att vi kan använda regeln

√
uv =

√
u
√
v nedan.)

Fr̊an
∣∣∣d(u,v)
d(x,y)

∣∣∣ =
∣∣∣det

(
−1 3
−1 1

)∣∣∣ = |2| = 2 f̊as dudv = 2 dxdy, och allts̊a
∫∫

D

√
(3y − x)(2 + y − x) dxdy

=
∫∫

E

√
uv

dudv

2

= 1
2

∫ 2

v=0

√
v

(∫ 2v

u=0

√
u du

)
dv

= 1
2

∫ 2

v=0

√
v · 2

3(2v)3/2 dv

= 23/2

3

[
v3

3

]2

0
= 23/2+3

9 = 16
√

2
9 .



3. Notera att svaret m̊aste bli negativt, eftersom integranden xyz är negativ
i (det inre av) integrationsomr̊adet D.
I rymdpolära koordinater f̊as ett nytt omr̊ade E med gränser 0 ≤ r ≤

√
2,

π/2 ≤ θ ≤ π och π/4 ≤ ϕ ≤ π/2, allts̊a∫∫∫
D
xyz dxdydz =

∫∫∫
E
r cosϕ sin θ · r sinϕ sin θ · r cos θ · r2 sin θ drdθdϕ

=
(∫ √2

0
r5dr

)(∫ π

π/2
sin3 θ cos θ dθ

)(∫ π/2

π/4
sinϕ cosϕdϕ

)

=
[
r6

6

]√2

0

[
sin4 θ

4

]π
π/2

[
sin2 ϕ

2

]π/2

π/4

= 8− 0
6 · 0− 1

4 ·
1− 1

2
2 = − 1

12 .

Det g̊ar ocks̊a bra att räkna direkt i de ursprungliga koordinaterna, om
man s̊a föredrar:∫∫∫

D
xyz dxdydz =

∫ 1

x=0

(∫ √2−x2

y=x

(∫ 0

z=−
√

2−x2−y2
xyz dz

)
dy

)
dx = − 1

12 .

Svar: −1/12.

4. L̊at f(x, y, z) = x − y ln z (för z > 0), s̊a att ytans ekvation är
f(x, y, z) = k. I den sökta tangeringspunkten (a, b, c) ska ytans normal-
vektor ∇f(a, b, c) vara parallell med normalvektorn till planet 2x− 2y+
z = 0, dvs.  1

− ln c
−b/c

 = λ

 2
−2
1


för n̊agon konstant λ. Jämförelse av x-koordinaterna ger direkt λ = 1/2,
och d̊a blir ln c = 1 och b/c = −1/2, allts̊a c = e och b = −e/2. Punkten
(a, b, c) ska ligga i planet 2x− 2y+ z = 0, vilket ger a = 1

2(2b− c) = −e,
och det sökta k-värdet f̊as slutligen ur

k = f(a, b, c) = f(−e,−e/2, e) = −e− (−e/2) · 1 = −e/2.

Svar: k = −e/2.
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5. (a) För t 6= 0 är f(t, t) = (2t)2+t3−t3
2t2 = 2, vilket inte g̊ar mot f(0, 0) = 1

d̊a t→ 0.
Svar: f är inte kontinuerlig i (0, 0).

(b) Vi har

f ′x(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)
h

= lim
h→0

1
h

(
h2 + h3

h2 −1
)

= lim
h→0

1 = 1.

(Kan även ses s̊ahär: f(x, 0) = x+1 för alla x ∈ R, inklusive x = 0,
s̊a f ′x(x, 0) = d

dx
(x+ 1) = 1 för alla x ∈ R, inklusive x = 0.)

P̊a liknande sätt f̊as f ′y(0, 0) = −1.
Svar: f ′x(0, 0) = 1 och f ′y(0, 0) = −1.

(c) Riktningsderivatan f ′v(0, 0) är g′(0), där g(t) = f(tv). Men vi s̊ag
ju i (a) att funktionen

g(t) = f(tv) = f(t/
√

2, t/
√

2) =

2, t 6= 0,
1, t = 0

inte är kontinuerlig i t = 0, och allts̊a än mindre deriverbar där.
Svar: Derivatan f ′v(0, 0) i riktningen v =

(
1√
2 ,

1√
2

)
existerar inte.

6. Svaret är ja i alla tre fallen. Exempel:

(a) f(x, y) = x2 + y4 har strängt lokalt (och t.o.m. globalt) minimum
i origo, eftersom f(0, 0) = 0 och f(x, y) > 0 (uppenbart) för alla
(x, y) 6= (0, 0). Den kvadratiska formen i Maclaurinutvecklingen
är i detta fall Q(h, k) = h2, prototypen för en positivt semidefinit
kvadratisk form.

(b) f(x, y) = x2−y4 har varken lokalt maximum eller lokalt minumum
i origo, eftersom f(0, 0) = 0 och varje omgivning av origo inneh̊aller
b̊ade punkter där f är negativ och där f är positiv: f(x, 0) = x2 >
0 om x 6= 0, och f(0, y) = −y4 < 0 om y 6= 0. Även här är
Q(h, k) = h2.

(c) f(x, y) = −x4 − y4 har strängt lokalt (och t.o.m. globalt) max-
imum i origo. I detta fall är Q(h, k) = 0, vilket faktiskt är en
positivt semidefinit form, eftersom den uppfyller de villkor som
krävs: Q(h, k) ≥ 0 för alla (h, k), och det finns (h, k) 6= (0, 0) där
Q(h, k) = 0. (Denna form är även negativt semidefinit; det är den
enda kvadratiska formen som tillhör tv̊a olika kategorier.)
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