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Inga hjdlpmedel tillatna (inte heller miniréknare). 8/11/14 podng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 poéng (av 3 majliga) ger betyg 3/4/5. Léank till 16sningsskiss
finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Ange alla sadelpunkter och alla lokala maximi- och minimipunkter for

flz,y) =2z + %x2 + 8y + 4y? — %x?’.

J[ -z dzay

dir D ges av olikheterna x > 1, y < 0 och (z — 1)? + 4y* < 4.

2. Berakna

3. Visa att ekvationen ze¥~?+zy* = 5 lokalt kring punkten (z,y) = (1,2)
definierar x som en C!-funktion av y, alltsa z = g(y), och berdkna ¢'(2).
Ange dven tangentlinjen (pa normalform Ax + By = C) till grafen

x = ¢g(y) i punkten (z,y) = (1, 2).

4. Bestdm alla punkter pa ytan 2% 4+ zy — 2yz + 222 = 6 sadana att
u = (0,1,1) och v = (2,0,1) &r tangentvektorer till ytan dédr. Ange
dven ytans tangentplan (pa normalform Ax + By + Cz = D) i dessa
punkter.

5. Beriikna volymen av den kropp D i R3 som ges av olikheterna z > 0,
y>0,z>220ocha+y+2<2.

6. Visa (genom insittning) att varje funktion av formen

2(z.y) = fley®) +yg(z),  f.g€C(R)
ar en 16sning till den partiella differentialekvationen

y? 2, — 2ay 2, + 2 2, = 0.

Ty

Bestdam ocksa alla losningar av ovanstaende form (for z > 0, y > 0)
som uppfyller bivillkoren

z(z,1) =0, zy(x,1) = 32”.



Losningsskisser till TATAG69 Flervariabelanalys 2017-05-29

1. Stationdra punkter ges av

(24 Tz +8y—2a*\ (0
Vf_(Sx—i—Sy )_<O>’

dvs. y = —z och 2 — x — 2% = 0. Ur detta fas att (z,y) = (1, —1) eller

(z,y) = (—2,2). Andraderivatorna ar f;}, =7 — 2z, f; =8 och f; =8,

sa den kvadratiska formen i Taylorutvecklingen kring respektive punkt
ar

(indefinit, t.ex. &r Q(1,—1) = =3 < 0 och Q(0,1) =8 > 0) och
Q22 (h, k) = (7T +4)h* + 2 - 8hk + 8k* = 8(k + h)* + 3h*

(positivt definit, ty ¢ > 0 alltid, och @) = 0 enbart om k + h = 0 och
h =0, dvs. (h,k) = (0,0)).

Svar: f har sadelpunkt i (1, —1) och (stréngt) lokalt minimum i (-2, 2).
(Lokala maximipunkter saknas.)

2. Man kan notera redan innan man boérjar att svaret maste bli negativt,
eftersom integranden y — x ar negativ i D; olikheterna x > 1 och y <0
medfor ju att y — x < —1.

Variabelbytet u = x — 1, v = 2y ger ett nytt omrade E som definieras av
u >0, v <0 och och u? 4+ v? < 22. Planpoldra koordinater i wv-planet
ger darefter

//D(y — ) dedy = //E(%U —u—1) du2dv
1 0

2
=5 (/ (;psinso—pcosso—l)pdp>dso
2 p=—n/2 \Jp=0

1 /0 )

=5 90_—7"/2(% sin @ — § cos p — 2)dy
14 _ 8 n
2(m3-3-2-3)

Svar: —2 — g



3. Ekvationen ir f(z,y) =5 dir f(x,y) = 2°¢¥"2? 4+ xy?, en funktion som
uppenbart #r av klass C!. Vidare har vi f(1,2) = 5 och

[ DaterT? 4y (511422 (9
vf(xyy)_<x5ey—2+2xy = Vf(172)_ 1-14+2-1-2 —\5)

och speciellt f1(1,2) = 9 # 0. Forutséttningarna for implicita funktions-
satsen ar darmed uppfyllda, och den visar att ekvationens l6sning har
formen x = ¢(y) néra (1,2), for ndgon C'-funktion g.

Implicit derivering av sambandet f(g(y),y) =5 ger

folg),y) - 9'(y) + f,(9(y),y) =0,

varefter insattning av y = 2 och g(2) =1 ger 9-¢'(2) +5 = 0, alltsa
q'(2) = —=5/9.

Tangentlinjen, slutligen, ar z — 1 = ¢'(2) (y — 2), alltsa 9z + 5y = 19.
(Alternativt sitt att tédnka: grafen z = g(y) utgor en del av nivakurvan
f =5, sa tangentlinjens normalvektor ges av nivakurvans normalvektor

V(L,2)=(3))
Svar: ¢'(2) = —5/9, tangentlinjen ar 9z + 5y = 19.

4. Lat f(x,y,2) = 2 +xy—2yz+22%, s att ytans ekvation &r f(z,y,2) = 6.
De sokta tangeringspunkterna (a, b, ¢) ska saklart ligga pa ytan, och

om u och v ska vara tangentvektorer sd maste ytans normalvektor
V f(a,b,c) vara vinkelrdt mot dem, vilket ger villkoren

fla,b,c) =6, Vf(a,byc)-u=0, Vf(a,bc)-v=0.

De tva sistndmnda villkoren blir i utskriven form

2a+b 0 2a+b 2
a—2c |+|1] =a—2b+2¢c=0, a—2c |+|10] =4a+4c=0,
—2b+ 4c 1 —2b+ 4c 1

ett linjart system med parameterlosning (a,b,c) = (=2t,¢,2t), t € R.
Inséttning av detta i f(a,b,c) = 6 ger

(—2t)% + (—2t)t — 2t(2t) + 2(2t)* = 6,

dvs. 6t = 6, dvs. t = &1. Detta ger att de sokta punkterna ir (a,b, c) =
+(—2,1,2). Tangentplanets normalvektor ar

0 2 1
uxv=|[1|x|0]=1] 2
1 1 -2



sa tangentplanen ar x + 2y — 2z = D, dar D fas genom att sitta in
punkterna ifraga. (Normalen kan forstas dven berdknas som V f(a, b, c).)

Svar: Punkterna ar (—2,1,2) och (2, —1,—2), och tangentplanen dér
ar x + 2y — 2z = —4d resp. x + 2y — 2z = 4.

. Det finns manga sétt att berdkna D:s volym. Det enklaste dr antagligen
att anvanda tvarsnitt D, for fixt z. Det dr uppenbart att x € [0, 2] till
att borja med. Med z fixerat sa blir villkoren for y och z att y > 0,
2z >0, y+2z < 2—x (vilket ger en halv kvadrat i yz-planet med sidldngd
2 — z) samt z > x? (vilket skir bort nederdelen och ger en lite mindre
triangel, med sidlangd (2 — x) — 2?):

z

2—x Yy

For att det verkligen ska bli en triangel (och inte tomma méngden)
maste vi ha 2?2 <2 —x <= (z+2)(x — 1) <0, sd vi kan inte ta med
hela intervallet x € [0, 2], utan bara x € [0, 1]. Detta ger

1

Volym(D) = // drxdydz = Area(D,,) dx
D =0

1 2 17

— 1 _ _ 2 N

—/1202<(2 x) x) dq:—20.

Ett alternativ dr att anvinda stavar i z-led; dé fir man 22 < z < 2—a—y,
over det omrade E i xy-planet som definieras av x > 0, y > 0 och
?<2—x—ydvs.y<2—z—2*=—(z—1)(x+2)):

Y




Pa detta satt fas

/// dxdydz—// (/2 o yzlz)d:cdy

- xO(/yzox ) (2—$—y—x2)dy>dx: %

Annu ett lattframkomligt sétt &r stavar i y-led, 0 <y < 2 —x — 2, Hver
det omrade F i xz-planet som ges avx >0, 2 > 2?2 0och 0 <2 — oz — 2

z
2

Detta leder till

// dxdydz—// (/0 )da:dz
_/ (/ ) —x—z)dz)dx—;g.

Svar: Volymen ar 17/20.

6. Derivering av z(x,y) = f(xy?) + y g(z) med kedjeregeln ger

z(x,y) = fay?) - v +y g (2),

zp(x,y) = f'(zy?) - 2wy + g(x),
2z, y) = [(@y?) - 2xy - v + f(ay?) - 2y + ¢ (2),
ayy(@,y) = f(xy?) - 2zy - 2xy + f'(xy?) - 2.

Vid insédttning av detta i differentialekvationens vénsterled tar alla
termerna ut varandra, sa det blir noll kvar, vilket skulle visas.

Angaende bivillkoren ger insdttning av y = 1 att

0= (1) = f(z) + gla),
822 = 2l(2,1) = f/(x) - 20 + g(a),



vilket medfor att 2z f/(x) — f(z) = 322, alltsd

fl@) = 5 fla) =32

Efter multiplikation med den integrerande faktorn exp([ 5= dz) =
fas (z7'2f(z)) = 2212, s& att 72 f(z) = 232 + C. Alltsd har vi
f(x) =2*+ Cy/z (fér > 0), och d& blir g(z) = —f(z) = —2* — C/z,
vilket ger svaret

—-1/2

2z, y) = f(ay?)+y g(x) = (2?)°+C \Jay?—y (*+C V) = 2*(y' —y)

(eftersom /42 =y om y > 0).

Svar: Se ovan.
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