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Tentamen i TATAG69 Flervariabelanalys
2017-01-03 kI 8-13

Inga hjilpmedel tillatna (inte heller miniréknare). 8/11/14 podng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Lénk till 16sningsskiss
finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestdm alla lokala maximi- och minimipunkter for

f(z,y) =22 — 4y + (z + y)* — 12arctan x.

// y2 dxdy,
D

dir D ges av e +y <0,y >0 och 22 + 3y* < 12.

2. Beradkna

3. Bestdm alla linjer Az+By = C som tangerar kurvan x2+5y? = 4x+10y
och gar genom punkten (z,y) = (5, —2).

4. Betrakta den avbildning (u,v,w) = F(x,y, z) som ges av
= +y>+ 27 v=a+y*+ 2% w=z+y+2,
for (z,y,2) € R3.

(a) Visa att F inte &r inverterbar.

(b) Visa att F #r lokalt inverterbar (med invers av klass C') i en om-
givning av punkten (z,y,z) = (—1,0,1).

(¢) Om (z,y,2) = G(u,v,w) &r den lokala inversen i (b)-uppgiften,
vad &dr den lokala volymsskalan for avbildningen G i punkten
(u,v,w) =(0,2,0)7

5. Berdkna volymen av den kropp D i R? som ges av 2 > 0,0 < y < 3,
z2>0ochz?+y+ 2z <4.

6. Lat Ky vara klotet 2% +y?+2% < R%. Bestim alla viirden som integralen

/// (z* +y* + 2* — 1) dadydz
Kgr

kan anta for R > 0.



Losningsskisser till TATAG69 Flervariabelanalys 2017-01-03

1. Stationdra punkter ges av

sz( 2+2(x+y)—1}r23:2) :(8>

—4+2(x+y)

dvs. z +y =2 och 12/(1 4+ z?) = 6. Ur detta fas att (z,y) = (1,1) eller
(z,y) = (=1,3). Andraderivatorna ar f;,, =2 + 24x(1 +2%)72, fI =2
och f7 =2, vilket pa vanligt vis ger de kvadratiska formerna

Q1) (h, k) = 8h* + 4hk + 2k* = 2(k + h)* + 6R°
och
Q(-13)(h, k) = —4h* + 4hk + 2k* = 2(k + h)* — 6h°.

Standardresonemang visar att den forsta dr positivt definit och den
andra ar indefinit, s f har (strangt) lokalt minimum i (1,1), men
inget lokalt extremvarde i (—1,3).

Svar: (1,1) ar en lokal minimipunkt for f. (Lokala maximipunkter

saknas.)

2. Variabelbytet & = 2v/3u, y = 2v ger ett nytt omrade E som definieras
av 0 < v < —v/3u och u? + v? < 1. Planpolira koordinater i uv-planet
ger darefter

I 1
// y* dedy = // 4v? - 4v/3 dudv = 16\/5/ / (psin p)?pdpdp
D E p=27/3 Jp=0
o

1

on/3 % 2

Svaret ska forstas bli positivt, eftersom det &r y? som integreras, och det ser

. . l . . §
man latt att det ar, eftersom 5> 1-3>3.

V3 -y
Alternativ metod: // y? daedy = / / yido | dy=---
D y=0 z=—1/12—3y2
Svar: 27/v/3 — 3/2.

{gp sin2gp]” 2 3

o L2 4



3. Satt f(x,y) = x®—4x+5y>—10y, si att kurvans ekvation blir f(z,y) = 0.
Kalla tangeringspunkten for (a,b); eftersom den ska ligga pa kurvan
maste f(a,b) = 0 galla. Om kurvans tangentlinje i (a,b) ska ga genom
(5, —2) maste vektorn fran (a, b) till (5, —2) vara vinkelrdt mot gradienten

Vf(a,b), dvs.
(bifz» ' (1?)2:110) =0

Punkten (a,b) bestams alltsé av ekvationssystemet
a? — 4a + 5b* — 10b = 0, (a —5)(2a —4) + (b + 2)(10b — 10) = 0.

Ta den andra ekvationen minus tva ganger den forsta; detta ger 6a —
30b = 0, alltsad a = Hb. Insattning av detta i den forsta ekvationen ger
3002 —30b = 0, alltsd b = 0 eller b = 1. Slutsats: (a,b) = (0,0) eller (5,1).
Gradienterna Vf(0,0) = (:140) =—2(2)och Vf(5,1) =(§)=6(})

ger normalvektorn for tangentlinjen i respektive punkt.

Svar: De sokta linjerna ér 2z 4+ 5y = 0 och x = 5.

Kurvan ar en ellips:

2?2+ 5y =4dr + 10y =
~ (x—2)2+5(y—1)%2=9

T~ 22+45y=0

r=2>5

4. (a) T.ex. ar F'(1,0,0) och F(0,1,0) bada lika med (1, 1,1).

(b) Avbildningen F ges av polynom och ér dérfér uppenbart av klass C*,
och dess funktionaldeterminant i punkten (—1,0,1) &r

A, v, w) 322 3y* 322 3 0 3
—2 2 2 =12z 2y 2z|=|-2 0 2/=-12#£0.
d(z,y.2) |y 4 1 11

Forutséittningarna for inversa funktionssatsen ér alltsa uppfyllda,
och slutsatsen ar att det finns en omgivning av (—1,0, 1) sadan
att F':s restriktion dit dr inverterbar, med invers av klass C!, vilket
var vad som skulle visas.



(c) Den lokala volymsskalan for F' i punkten (—1,0,1) &r beloppet av
ovanstaende funktionaldeterminant, alltsa 12, och inversens lokala
volymsskala i den motsvarande punkten F(—1,0,1) = (0,2,0) ar

darfor 1/12, enligt sambandet d(wz) 1/‘2(7”;1;’”) Svar: 1/12.

5. Det finns manga framkomliga siatt att berikna volymen av denna
kropp D. Man kan t.ex. anvanda stavar i z-led. Om man skriver olik-
heterna som x > 0, 0 <y <3 och 0 < 2 <4 — 22 — y sd ser man direkt
granserna for z, och dven att kroppens projektion pa zy-planet, kalla
den B, gesavae >0, 0<y<3och0<4—2?—y:

Det ar bekvamast att satta x-integralen innerst nir man integrerar
6ver F, sa att man kan ta hela omradet i ett svep och slipper dela upp
det i tva delar:

Volym(D /// dxdydz-// (/4 Ty ) dzdy
:/y_o (/z_oy(él—y—xz)dx) dy

= [ a5 ay = [ 2y

3 124
= [F33U-y] = -H0-3) =1

Ett par andra smidiga alternativ ar att anvanda stavar i z-led eller
tvarsnitt for fixt y. Om man foljer det enklaste sparet i dessa varianter
far man i bada fallen

3 4— Va—y—z
/ / ! / ) de ) dy == 222
y=0 2=0 =0 15

Svar: 124/15.



6. Integralerna av z*, y* och z* éver klotet Ky ar av symmetriskal lika
stora, och med hjilp av rymdpoldra koordinater far vi

27 ™ R
/// A drdydz = / / / (1 cos 0)*r? sin 0 drdfdy
K =0 J6=0 Jr=0
4T R7

=271 1R" [~1cos’4]f = 35

Alltsa ar
F(R) = /// (2 +y* + 2% — 1) dudydz
Kr

=3 /// 2 drdydz — Volym(Kpg)
Kr
_ 127 R7 B 4T R3 AR <3R4 B 1) 7

35 3 35 3

med derivatan

127 RS ArR?
= —4WR2:7TT(3R4—5),

f'(R)

som dr negativ for 0 < R < (5/3)Y4 och positiv for R > (5/3)Y/4.
Funktionen f(R), R > 0, har alltsa globalt minimum

5 1

f(<5/3)1/4) — 4. (5/3)3/4 (35 _ 3) _

167 - (5/3)%*
21 '

Och f(R) — oo d& R — oo, eftersom R’-termen dominerar.

Svar: Integralen antar alla virden i intervallet [—167 - (5/3)%/4/21, oo
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