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Inga hjilpmedel tillatna (inte heller miniréknare). 8/11/14 podng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Lénk till 16sningsskiss
finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestdm alla lokala maximi- och minimipunkter for
f(z,y,2) = 2"+ y* + 2* + 227 + 6yz2.
2. (a) Ange 2, (7,y) och z, (v, y) ifall
dzy) =g(@®+e’),  geC(R) (1p)
(b) Bestém alla C!'-funktioner z(z,y) som uppfyller
ezl (z,y) — 2z z;(x, y)=e* och 2(0,y)=y.
(T.ex. med hjilp av variabelbytet u = z, v = 2% + €¥.) (2p)

// dxdy
p 81+ (22 — y)?’

dér D é&r triangeln med horn i (0,0), (1,2) och (4, —1).

3. Berakna

4. Lat
f(z,y) =2 = 32%y° +y.

Vilka av f:s nivakurvor tangerar linjen y = 17

/// 22 dedydz,
D

dér D #r den mingd i R?® som ges av olikheterna

P4yt +22<4, <0, z+V3y<0, z> a2+

5. Berakna

6. Visa att ekvationen
=x+y—3
definierar en C!-funktion y(z) i en omgivning av punkten (z,y) = (1, 3),
och berékna Taylorutvecklingen av ordning 2 for y(x) kring x = 1. Hur
ser man att funktionen faktiskt blir av klass C?, sa att den kan Taylor-
utvecklas sa langt?



1.

2.
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Stationdra punkter ges av V f = (4a® + 4z, 3y* + 62,22 + 6y) = (0, 0,0),
dvs. (z,y,2) = (0,0,0) eller (z,y,2) = (0,6, —18). Ur andraderivatorna
fas de kvadratiska formerna

Q00 (h, k,1) = 4h* 4+ 21* + 12kl = 4h* + 2(1 + 3k)* — 18K°
och
Qo6.—18)(h, k, 1) = 4h* + 36k> + 21° + 12kl = 4h* + 2(1 + 3k)* + 18K>.

Man visar med standardresonemang att den forsta ar indefinit (t.ex.
ar Q0,0,0)(1,0,0) =4+0—-0> 0 och Q(,0,0)(0,1,-3) =0+0—-18 < 0)
och den andra dr positivt definit (det dr uppenbart att Q615 > 0
overallt, och enda séttet att fa Qo6 —18)(h, k,1) = 0 ar att ta h = 0,
[+ 3k =0och k=0,dvs. (h,k,1)=(0,0,0)). Av detta foljer (enligt
sats) att (0,0,0) inte ar nadgon lokal extrempunkt, medan (0,6, —18) ar
en lokal minimipunkt.

Svar: f har lokalt minimum i (0,6, —18).

(a) Anvand kedjeregeln.
Svar: z,(z,y) = ¢'(z* + ¢¥) - 2z och 2} (z,y) = ¢'(z* + ¢¥) - €.
(Observera att g dr en funktion av en variabel, sa dess derivata ska be-
tecknas med ¢, precis som i envariabelanalyskursen. Det ar inte korrekt
att skriva partiella derivator g/, och g; hér. De partiella derivatorna star
bara pa z(x,y), som ju ar en funktion av tvd variabler; z(x,y) dr sam-
manséttningen av envariabelfunktionen g(t) och flervariabelfunktionen
t=h(z,y) =22 +ev.)

(b) Med det foreslagna variabelbytet u = z, v = 2% + ¥ fas 2/, =
2, +2x 2, och z, = e¥ z;, vilket insatt i PDE:mn ger e¥(2, + 21 2;) —
2z(e¥ 2!) = e, alltsd 2}, = ¢¥ = v — u?. Integration med avseende
pa u ger z(u, v) = uw—3u+g(v), dir g ir en godtycklig C'-funktion
av en variabel, alltsd z(z,y) = x(2® + €¥) — $2° + g(a® + €¥) =
22% + we¥ + g(a? + ev). Bivillkoret ger till sist z(0,y) = g(e¥) =y,
alltsa g(t) = In(t), for ¢ > 0. (Att funktionen g(¢) bara blir bestdmd
for t > 0 har ingen betydelse for det slutliga svaret, eftersom enbart
positiva virden t = e¥ + z? > 0 stoppas in i g(t) dér.)

Svar: z(z,y) = 22 + ze¥ + In(e? + 2?).
Anmérkning: Notera att liksom for linjara ordindra differentialekvationer
(som ni har sett i envariabelanalysen) sa har lsningen strukturen



"partikulérlosning plus homogenlosning”: z,(z,y) = %xg + xe¥ ger
hégerledet e vid insdttning i PDE:n, medan zj,(x,y) = g(2? +¢¥) 16ser
den motsvarande homogena ekvationen eV z; (z,y) — 2z z,(z,y) = 0
(alltsd med noll i hogerledet).

Om man vill kontrollera att det verkligen &r si (genom inséttning) sé
behéver man resultatet fran (a)-uppgiften. Prova det, sa marker du
varfor det ar viktigt att det verkligen star samma uttryck ¢'(z% + e¥)
pa bada stéillena, och inte g’ resp. g;. Annars kommer ju inte de tva
termerna att ta ut varandral

3. Man kan t.ex. gora det linjira variabelbytet (3) =u (%) +v (%), dvs.

r =u+4v, y = 2u — v. Detta ger en ny triangel E i uv- planet, med
horn i (0,0), (1,0) och (0,1). Determinanten d(zy =det(34)=-9
ger dxdy = |—9| dudv, och alltsa

dzxdy 9 dudv 1/t I=v  du
Il /! 3 oo\ Lo 7)™
D81+ (2 —y B 81+ ( 91})2 9 Ju=0 \Ju=0 1+ 02
1l —w 1 1 L 1/7x In2
do =5 |arctanv = SIn(1+0%) =5 (5 -27).
901+U2U 9[{”0&““ g+ 9(4 2)

Svar: Se ovan.

(Notera att svaret maste bli positivt eftersom vi integrerar den Overallt
positiva funktionen f(z,y) = 1/(81 + (22 — y)?), och man kan se att det
blev positivt eftersom 7 =3,14... >3 ochIn2=0,69... <Ilne =1, si att
w/4>3/4>1/2> (In2)/2.)
( 3x2—6xy®
—15z%y+1
kurvan genom punkten (z,y). I en punkt (x,y) = (a,1) pa linjen y = 1
maste darmed gradienten vara riktad i y-led for att nivakurvan ska
tangera linjen, alltsa

cron- (%) 1)

vilket &r fallet om och endast om 3a? — 6a = 0. Detta ger a = 0 eller
a = 2, sa nivakurvorna genom (0, 1) och (2, 1) tangerar linjen. Insattning
av dessa punkter i formeln for f(z,y) ger f(0,1) =1 och f(2,1) = —3.

Svar: Nivakurvorna f(x,y) =1 och f(z,y) = —3.

. Som bekant ar gradienten V f(z,y) = ) vinkelrdt mot niva-

(Om man ska vara noggrann bér man &ven papeka att Vf(0,1) och Vf(2,1)
inte dr nollvektorn, eftersom —15a% +1 # 0 di a = 0 eller a = 2. Detta villkor
garanterar ju, via implicita funktionssatsen, att nivaméngden verkligen ar en
kurva i ndrheten av respektive punkt.)

2



5. Villkoren x < 0 och x + \/gy < 0 representerar en sektor i rummet som
avgrinsas av planen z = 0 och = + /3y = 0. Vi kan illustrera detta i
en figur sedd uppifran (dar "uppat” betyder positiv z-led):

y=—z/V3 Y

Det gra omradet indikerar z < 0, det bla omradet indikerar x + V3 y<0
(alltsd y < —x/v/3), och deras skirning ger sektorn nere till vinster
mellan de tjocka svarta strecken (som bildar vinklarna 57 /6 respektive
37/2 med den positiva z-axeln).

Olikheten z > v/x? + y? dr omradet ovanfor konen z = v/x? + y?, vilket
enklast illustreras i en figur sedd fran sidan. Den verkliga méngden i
tre dimensioner fas genom att rotera figurens gra omrade runt z-axeln.
Vinkeln mellan positiva z-axeln och det tjocka strecket &r 7/4.

Olikheten 2% + y? + 2% < 4, slutligen, definierar sdklart ett klot med
centrum i origo och radie 2.

Vid 6vergang till rymdpoléra koordinater fas dédrmed ett nytt omrade E



som ges av 0 <7 <2, 5m/6 < ¢ < 37/2 och 0 <6 < 7/4, alltsa

/// 22 dedydz = /// (7 cos @sin 0)? - r* sin O drdfdyp
D E
2 w/4 3m/2
= (/ r dr) (/ sin® 6 d9> (/ cos? @ dgp)
0 0 5/6
2 w/4 3m/2 ] 2
_ (/ 7’4dr> (/ (1—00829)sin9d8> (/ Wd¢>
0 0 57/6 2

_ r ? _COSH+COSSQ m/4 [g0+sin2<Prﬂ/2
5 3|,
2

2 4 Isn/6

w2 5 1\(r, V3
T 5\3 6 v2)\37 8 )"
. (8=5v2)(87 + 3v/3)
: 5 )
(Svaret mdste uppenbart bli positivt eftersom vi integrerar f(z,y, z) = 22 > 0,

och man kan se att det blev positivt eftersom /2 = 1,41... < 1,6 = 8/5,
eller, om man féredrar det, 8 = v/64 > /50 = 5/2.)

En alternativ 16sning éar att anvanda stavar i z-led, med konen som
"botten” och sfaren som "lock”, alltsa

Ittt [ ([

dar projektionen av D pa xy-planet ar

Svar

D:{(;E,y) eR?:2<0,2+V3y <0, \/x2+y2 < \/4—(:152+y2)}
:{(m,y) eR?:2<0,24+V3y <0, 2%+ y? §2}.
Det blir alltsa en cirkelsektor i zy-planet, med radien /2. Observera

att detta inte ar lika med klotets radie 2; se figuren, dér cirkelradien
ifrdga representeras av det bla strecket:



PP+ 22 =4

Dubbelintegralen 6ver D beriknas enklast i planpoldra koordinater,
med nytt omrade F' = {(p, ) € R?: 0 < p < V2, 57/6 < ¢ < 31/2}:

// — (22 + y?) \/x2+y2)dmdy

—// pcosp)?(y/4 — p? —p)pdpdso

37/2 V2
= (/5 coszgodgp) </p:0p3\/4—p2dp—/p:0p4dp>.

/6

Med t = 4 — p? (och dt = —2pdp) far man att den férsta p-integralen ar

R oo = L [ = [43%2 ;//2]

64 — 28y/2
_ %(43/2 o 23/2) o %(45/2 o 25/2) _ 15 ’
frén vilket man subtraherar [ p5]‘/i = £2v2, och multiplicerar med

p-integralen som blir % + ‘f precis som i den forsta 16sningen.

Annu en alternatlv losnlng ar att anvinda skivor (tvérsnitt for
fixt z). D4 maste man dela upp kroppen i tva delar, en undre del
med 0 < z < /2, och en 6vre del med v2 < z < 2 (se figuren
ovan), men a andra sidan blir primitivutrdkningarna ganska bekvéma.
For varje fixt z ar tvarsnittet D, en cirkelsektor med samma vinklar
51 /6 < ¢ < 37/2 som ovan, men med en z-beroende radie; i den undre
delen har vi 0 < p < z (radien ges av konen z = p) och i den 6vre delen
ar 0 < p < V4 — 22 (radien ges av sfiren p? + 2% = 4). Detta ger (om

b}



E, betecknar den just beskrivna z-beroende rektangeln i pp-planet som
motsvarar cirkelsektorn D, i zy-planet) att

2
/// 2 dedydz = / (// z? dmdy) dz
D z=0 z
2
= (/y‘(pcosw)2pdpdw>dz
z2=0 FE,
V2 37/2 z
= / (/ cos® <pdg0> (/ p3dp> dz
z=0 5m/6 0
2 3m/2 ) J Va—2z2 3d p
+/z=\/§ /E)W/G cos” o dyp /0 pidp | dz
3m/2 V2 54 2 (4-— 22)2
- g ([ Zdew [ S0
(Lo cotoas) ([ ae [, 057

V2 2
3 1 5 83 5
:<W+I>'(H +l162_2+21 )
3 8 4 5 0 3 5 V3

vilket (séklart) ger samma svar 4nnu en gang.

. Sétt F(v,y) = 2¥ — 2 —y. Da ér F)(v,y) = 2¥Inx — 1. Eftersom F
dr av klass C', F(1,3) = =3 och F}(1,3) = —1 # 0 sd ar villkoren for
implicita funktionssatsen uppfyllda, och den séger da att ekvationen
F(z,y) = —3 implicit definierar en C'-funktion y(x) nira (z,y) = (1, 3),
vilket skulle visas. Notera att y(1) = 3 per definition.

Implicit derivering av sambandet 2% — 2 — y(z) = —3 ger
Oy (@) +y(x)/x) = 1=y (@) =0

(Nar man deriverar 2¥(*) far man téinka pa att det betyder e?® ™= ) Om
vi 16ser ut y'(z) far vi

1 — y(a)av@ !
/ _ .
y(z) 2@ Ing —1

Har &r uttrycket i hogerledet av klass C! (néra x = 1), eftersom vi vet
att y(x) ar det, och eftersom vi inte dividerar med noll. Alltsa ar dven
vansterledet y'(z) av klass C!, vilket betyder att funktionen y(z) sjilv
ar av klass C2.

Vi 6vergar nu till att skriva y och ¢/ istéllet for y(z) och y'(x), for



enkelhets skull. Derivering av 3/ - (z¥Inz — 1) = 1 — ya¥~! ger

y' (Y Inz—1)+y - (my(y’lnm +y/x)lnx +a:y/x>
=~y - 2' " —y- 2y Ina + (y - 1) /7).

Om vi hér loser ut y”(z) far vi igen ett uttryck av klass C', vilket
betyder att y(x) sjilv ar av klass C3. (Man kan fortsitta pa liknande
satt och visa att y(x) rentav ar av klass C*.)

Inséttning av z = 1 och y(1) = 3 i formeln for ¢/'(z) ger v/(1) =
(—2)/(—1) = 2, och inséittning av detta i formeln for y”(x) ger —y"(1) +
2-1=-2-3-2, alltsa y”(1) = 10. Taylors formel ger nu utvecklingen
av ordning 2 kring x = 1:

(14 ) = y(1) + o/ (O + L

=3+ 2h +5R* + O(h?).

+ O(h?)

Svar: Se ovan.

En arbetsbesparande variant ar att notera att ekvationen z¥ =
x4y — 3 ar ekvivalent med yInz = In(x + y — 3) (Atminstone for = > 0
och z +y — 3 > 0, och det kan vi ju anta géller eftersom vi bara ar
intresserade av vad som héander nara (z,y) = (1,3)). Man kan alltsa
skriva ekvationen som G(z,y) = 0, dir G(z,y) = ylnz —In(z +y — 3).
Sedan beriknar man G (z,y) = Inz — (z +y — 3)~", kontrollerar att
G, (1,3) # 0, deriverar implicit, osv., precis som ovan, fast med mycket
enklare utrdkningar!
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