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Inga hjdlpmedel tillatna (inte heller miniréknare). 8/11/14 podng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Léank till 16sningsskiss
finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestdm alla C!-l6sningar z(z,y) till differentialekvationen
Tz, — 2, = weY, (z,y) € R?,

under bivillkoret z(z,1) = 22, t.ex. genom att gira variabelbytet

u = xe’, v=1q.
2. Berédkna
//ydl’dy,
D
dér
D={(z,y) eR*: —1<a+y<z—2y<2}.
3. Berdkna
/// x dxdydz,
D
dér
D={(z,y,2) eR*:2” + y* + 2> <1 och z < 0}.
4. Lat

f(z,y,2) = 2° 4 32% 4+ 4y + 62% — 62y — 622 + Syz + 42.
Ar (0,0,0) en lokal extrempunkt for f? Ar (0,1, —1) det? Ange i s fall

aven om det ar lokalt maximum eller lokalt minimum.

5. Bestdm for vilka viarden pa konstanten C' som = + 3y + z = C' ar ett
tangentplan till ytan z* + 32932 = 48.
2+ oy +1y°
Va2 +y?
(a) Bestam f(0,0) sa att f blir kontinuerlig i punkten (0, 0).
(b) Avgér om f;(0,0) och f;(0,0) existerar.
(c) For vilka vektorer v (med |v| = 1) existerar f,(0,0)?

6. Lat f(z,y) = for (x,y) # (0,0).
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1. Kedjeregeln ger z, = zu), + z,v, = €'z, och z, = zu, + z,v, =
zeYz + 2, och inséttning i differentialekvationen ger —z! = ze?, d.v.s.
2! = —u. Integration ger z(u,v) = —uv + g(u), dir g ar en C'-funktion
av en variabel, alltsa z(z,y) = —xye’ + g(xe?). Bivillkoret ger sedan
2 = z(x,1) = —ex + g(ex), sé g(t) =t + (t/e)?. Alltsa ar z(z,y) =
—zye? + xe¥ + (we¥[e)? = p2e® % — (y — 1)xe.

Svar: z(z,y) = 2%e* ™ — (y — 1)we.

2. Det linjara variabelbytet
{u:x+y, d(u,v)_‘l 1

= = -3, dudv = |-3|dxdy = 3dxd
v=a—2y, dz,y) |1 —2‘ , quav ‘ ‘a:y ray

ger nytt omrade F: —1 < u < v < 2. Med upprepad integration fas

//ydwdy—//“g”d“d“ i [ ([mom)a

[ ] udu:—l (= 2)2du
_ [“‘ 1 -

Alternativ: Integrera direkt i zy-planet; omradet &r en triangel med hoérn (—1,0), (0,—1), (2,0).

Svar: —1/2.

3. Man kan notera direkt att svaret maste bli negativt. Vid byte till
rymdpolara koordinater fas ett nytt omrade E som ges av 0 < r <1,
/2 < ¢ <3m/20ch 0<60<m, alltsa

/// xda:dydz:///rcosgpsin@-r%in@drd@dgp

D
3m/2

( r dr)( sin20d9> (// COSQDd90>
/2

_ 1,

4

m m
T~y ===,
2 (=2) 4
Svar: —7 /4.

Alternativ: For att fa lite bekvamare rdkningar i rymdpoldra koordinater kan man forst sidtta
(z,y,2) = (—w, u,v), vilket ger en integral 6ver omradet F = {u2 +ol 4w <1, w> 0} istéllet:

I o= [ ([ ) ([ soemom) ([ o)



4. Stationdra punkter for f bestdms av att Vf = 0, dér
V= (fr [} f2) = (32> + 62— 6y — 62,8y — 62 +82,122 — 62+ 8y +4).

Eftersom V f(0,0,0) = (0,0,4) s& ar punkten (0,0,0) inte en stationér
punkt, och diarmed inte heller en lokal extrempunkt for f.

Déremot ar Vf(0,1,—1) = (0,0,0), sd punkten (0,1, —1) &r stationér
och undersoks vidare. I denna punkt blir andraderivatorna f.,, = 6x+6 =
6, fr, = =6, fi. = =6, f,, = 8, f,. = 8 och f =12, si vi far den
kvadratiska formen

T Sl LR\ (b
Qh k)= (b &k 1) | fo, fo, fr| |k
foo fye f2) O\

6 —6 —6\ (h
:(hkl) 6 8 8)(k)
6 8 12/ \u

= 6h% + 8k + 121> — 12hk — 12hl + 16kl
=6(h—k—10)%+2(k+1)> + 417,

som ar positivt definit eftersom Q(h, k,l) > 0 for alla (h,k,1), och
Q(h,k,l)=0endast om h—k—1=0,k+1=0o0ch =0, d.v.s. endast
om (h,k,1) = (0,0,0). Alltsa &r (0,1, —1) en lokal minimipunkt for f.

Svar: (0,0,0) ar inte en lokal extrempunkt for f, men (0,1, —1) ar en
lokal minimipunkt for f.

5. Sitt F(z,y, 2) = 2* +32y%2; d4 ar den givna ytan nivaytan F(x,y, z) =
48. Tangentplanet till denna yta i en punkt (a, b, c) pa ytan ar planet
x+ 3y + 2z = C precis da VF(a,b,c) || (1,3,1), F(a,b,c) = 48 och
a+3b+c=C, d.v.s. precis da

(4a®,96b%c, 320%) || (1,3,1), a*+320°%c =48 och a+3b+c=C.

Det férsta villkoret ger ekvationerna a® = 8b° (d.v.s. a = 2b, ty a,b € R)
och b*c = b?, av vilka den senare ger b = 0 eller b = ¢. Fallet b = 0
ger a = 0, men F(0,0,c) = 0 # 48. Aterstar fallet b = c. Inséittning
i = 48 ger 48 = [(2b,b,b) = 48b*, d.v.s. b = £1 (ty b € R), och
dérmed tangeringspunkterna (2,1,1) och (=2, —1, —1), med tillhérande
C = 6 respektive C' = —6.

Svar: C = +6.



6.

(a)

Med planpoléra koordinater x = pcos ¢, y = psin ¢ far vi

p? cos? o + p? cos psin g + p3sin®
fla,y) = )

= ,0((3032 @ + cos psin ¢ + psin® go),

sa |f(z,y) — 0| < p(14+ 14 p) = 0 ndr p — 0 och ¢ varierar fritt,
d.v.s. f(x,y) = 0 nar (z,y) — (0,0). Satt darfor f(0,0) = 0 {or
att fa kontinuitet i origo.

Svar: f(0,0) = 0.

1, h >0,
-1, h<0,

f(h,0) = £(0,0) _ W?/|h| =0 _ B :{
h h |h|

sa gransvéardet nar h — 0, d.v.s. f.(0,0), existerar ej. Vidare,

f(0.k) — f(0,0) _ K*/|k| Ozliz‘k\_ﬂ) néir k — 0,

s £(0,0) = 0.
Svar: f,(0,0) existerar ej, men f;(0,0) existerar (= 0).

Lat v = (a,b) med a® + b* = 1. DA blir

(ta)® +ta-tb+ (th)*

0
f(ta,tb) t— £(0,0) _ 2] . = (a*+ab)

t o3
|t|+b |t]
som har gransvirde nir t — 0 precis d& a® 4+ ab = 0, d.v.s. precis
da a = 0 eller a + b = 0; gransvéirdet ar da definitionsmassigt
riktningsderivatan f;(0,0). Motsvarande vektorer v med ldngd 1
dr £(0,1) respektive +(1/v/2, —1/v/2).

Svar: f/(0,0) existerar nir v = (0,1), (0,—1), (1/v/2,-1/V?2)
eller (—=1/v/2,1/V/2).
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