Link6pings universitet Kurskod: TATAG9
Matematiska institutionen Provkod: TEN1

Tentamen i TATAG69 Flervariabelanalys
2016-06-02 k1 14-19

Inga hjéilpmedel tillatna (inte heller miniriknare).
8/11/14 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mdojliga) ger betyg 3/4/5.
Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestdm alla funktioner f(z,y, z) sadana att
fl = 2% +y?ze’siny
f, = y’ze®cosy + e”siny 4 2yze®siny
I = (z+2)zz2e* + y?e®siny + cos z — € cos y
och f(1,0,0) = 0.

2. Berakna

/ / 22 dxdy
D

dir D ges av olikheterna 322 + y? < 2, y < x och z > 0.

3. Bestdm samtliga lokala maximi- och minimipunkter till
f(z,y) = 2%y + 32* + 22y + y*.

4. Berikna tyngdpunktens z-koordinat z7 fér den homogena (konstant massdensitet)
kropp D som ges av o +y? + 2z < 1, 2 > 0 och z > 0.

1
Kom ihag: 2z = v /// zdxdydz, dar V' &r volymen av D.
D

5. Bestidm alla C*-16sningar z(x,y) till differentialekvationen

APz, — dyzy, + 2, — 22, = 6y, (z,y) € R?,

xx

under bivillkoren z(z,0) = 2* och z,(z,0) = sinz, genom att t.ex. gora variabel-
bytet u =z + 3%, v =y.

6. Visa att ekvationssystemet
Yz + €2m+y+z—2 =1
ry+axz+yz=1

implicit definierar C!-funktioner z(y) och z(y) i en omgivning till punkten (0, 1, 1).
Bestédm 2'(1) och 2/(1). Har nagon av z(y) eller z(y) lokalt maximum eller minimum
iy=17
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1. Integrering av ekvation 1 ger f(z,y, z) = xz%e* + 3?2z e”siny + g(y, 2),
som insatt i ekvation 2 ger g; (y,2) = e’siny, som integrerat blir
g(y, z) = —e* cosy+h(z). Insittning i ekvation 3 ger sedan h'(z2) = cos z,
d.v.s. h(z) =sinz+C. Vi far f(x,y, 2) = z2%e* +y*ze"siny —e* cosy +
sin z + C, och kravet f(1,0,0) =0 ger C' = 1.

Svar: f(x,y,z) = xz°e* +y*ze“siny — e*cosy +sinz + 1.

2. Vi gor forst ett linjart byte u = V3, v = y som 6verfor D till en ny
mingd E : v 40> <2, v < u/V3, u> 0 (en cirkelsektor, rita figur!)
och ger dzdy = dudv/ V3, och sedan gor vi det vanliga planpolira
bytet u = pcosp, v = psing med ny mingd F : 0 < p < V2,
—7/2 < ¢ <7/6 och dudv = pdpdyp, och far
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3. De stationdra punkterna fas ur f;, = 2zy + 6 + 2y = 0 och f; =
2? + 2x + 2y = 0. Ur den andra ekvationen far vi 2y = —a* — 2z,
som insatt i den forsta ger x(4 — 3z — 2?) = 0, dvs. 2 =0, v = 1
eller x = —4, och darmed tre stationira punkter: (0,0), (1, —3/2) och
(—4,—4).

Andraderivatorna blir f;, = 2y + 6, f,, =2z +2 och f, = 2.
I(0,0) blir f;, =6, f,, =2 och f; =2, och den kvadratiska formen

=00 (1) (z) =093 5) ()
= 6h% 4 4hk + 2k* = 2(k + h)? + 4h%,

som &r positivt definit eftersom Q(h, k) > 0 for alla (h, k) och Q(h, k)
0 endast om &+ h = 0 och h = 0, d.v.s. endast om (h, k) = ( :
Séledes ar punkten (0,0) en lokal minimipunkt for f.

0).



I (1,-3/2) blir f, =3, f,, =4 och f;, =2, och vi far den kvadratiska
formen

Q(h, k) = 3h* 4 8hk + 2k* = 2(k + 2h)* — 5h?,

som &r indefinit eftersom t.ex. Q(0,1) =2 > 0 medan Q(—1,2) = =5 <
0, sa punkten (1,—3/2) ar ingen lokal extrempunkt for f.

I (—4,—4), slutligen, blir f = =2, f;' = —6 och f; =2, och
Q(h, k) = —2h* — 12hk + 2k,

som vi direkt ser ar indefinit eftersom koefficienterna for h? och k% har
olika tecken (explicit far vi Q(1,0) = —2 < 0 och Q(0,1) =2 > 0), sa
punkten (—4, —4) ar ingen lokal extrempunkt for f.

Svar: (0,0) ar en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.
4. Med stavar i z-led kan kroppen D skrivas
D={(z,y,2): (z,y) €D, 0<z<1—z—y’},

dar projektionen D av D pé zy-planet ges av z + 3> < 1, z > 0; alltsé
kan D skrivas (rita figur!)

D={(z,y): -1<y<1, 0<2<1—y%,

:///dxdydz—/ (1 — 2 —y*) dzdy
:/_1</01 Tloe—y )dx)dy

-/ [u_x—yz)?r”zdy: R

—2 =0

1 20wt 1" 8
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och vi far

och, med samma integrationsordning som ovan,

/// Zd‘”dydz_// [ T o dfcdy—// 1_x2_)dxdy
=[5

3 '] 16
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sa 2 = (16/105)/(8/15) = 2/T.
Svar: zp = 2/7.

. Variabelbytet u = z + y* och v = y ger 2, = z, och z, = 2yz, + 2.
Vidare,

2= (), =
2, = (), = (2, = 2yl + 2
4y = (&) = @yl + 2, = 25+ (1), + (),

= 4y°2, + 4y, + 2, + 22

"
uu?

Z)e =2

Insdttning i differentialekvationen ger efter forenkling 2! = 6v, och

integreringar m.a.p. v ger forst z, = 3v? + f(u) och sedan z = v® +

vf(u) + g(u), dir f och g dr C*-funktioner av en variabel.

Differentialekvationens allménna lésning ar saledes z(x,y) = v +yf(x+

') + gz +y7).

Forsta blvﬂlkoret ger nu 22 = z(z,0) = g(x), d.v.s. g( ) = t?, varfor
z(x,y) = v° +yf(r +9°) + (v +y°)?, och eftersom z (x,y) = 3y +

flx+9°) +yf'(z+9°) -2y + 2(z +9?) - 2y ger det andra bivillkoret

sinz = z,(z,0) = f(x), d.v.s. f(t) = sint.

Svar: z(z,y) = y° + ysin(z + ) + (z + v*)*

. Lat for korthets skull h(z, y, z) = e**¥™*"2% da ar h(0,1,1) = 1, ), = 2h
och hy = h = h’. Sitt F(z,y,z) = xyz+h och G(x,y,2) = vy+rz+yz.
Vi ser att F,G € C' samt att F(0,1,1) = 1 och G(0,1,1) = 1. Vidare,

OF,G)  (yz+2h zy+h\ 3 1
9(z.2) _<y+z Tty —{1punkten(0,1,1)} 5 1

med determinant = 1 # 0. Enligt implicita funktionssatsen definie-
rar darfor ekvationssystemet F(z,y,z) = 1, G(z,y,z) = 1 i nagon
omgivning till (0,1,1) C'-funktioner z(y), z(y); notera att, trivialt,
z(1) =0 och z(1) = 1. Implicit derivering av F(z(y),y, 2(y)) = 1 och
G(z(y),y,2(y)) = 11ien omgivning till y = 1 ger ekvationssystemet

(yz +2h)x' (y) + (xz + h) + (zy + h)Z'(y) = 0,
(y+2)2'(y) + (x + 2) + (x + y)2'(y) = 0.

32/ (1) + 1+ 2'(1)

0,
22/(1) + 1+ 2'(1) = 0;

For y =1 fas { alltsa 2'(1) =0, 2/(1) = —1.
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Eftersom 2'(1) # 0 har funktionen z(y) inget lokalt extremvérde i
y = 1. Daremot &ar 2/(1) = 0, sd funktionen z(y) har eventuellt lokalt
extremvéarde i y = 1. Vi kan 16sa ut 2'(y) och 2'(y) ur systemet ovan
och ser da att de ar C'-funktioner, d.v.s. att z(y) och z(y) ar C*-
funktioner. Vi far darfor derivera systemet implicit m.a.p. y, och direkt
insittning av y = 1 i dessa derivator ger nu (om vi skriver A(y) =
h(z(y),y, z(y)); notera att h(1) = 1 och A'(1) = h(1) - (22/(1) + 1 +
Z'(1)) = 0) ekvationssystemet

32"(1) + 2"(1) =0,
22"(1) —2+2"(1) =0,

varfor 2”(1) = —2 < 0 (och 2”(1) = 6); sdledes har z(y) lokalt maximum
iy=1.

Svar: 2'(1) =0, 2/(1) = —1; x(y) har lokalt maximum och z(y) saknar
lokalt extremvérde i y = 1.
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