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Inga hjélpmedel tillatna (inte heller minirdknare). 8/11/14 podng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 poang (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns
efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestdm alla lokala maximi- och minimipunkter till funktionen
f(z,y) = 22* — 12zy + 9y*.
2. Lat P och @ vara de tva punkter i R® déir y-axeln skér ellipsoiden (z — y + 2)* +
(2y — 2)* + 32> = 5.
(a) Bestdm ellipsoidens tangentplan i punkten P och i punkten Q. (2p)

(b) Berakna avstandet mellan dessa tva plan. (1p)

3. Lat D vara det obegransade omrade i R?2 som bestams av olikheterna 0 < 3z —y <1
och 0 < x — 2y. Berdkna virdet hos den generaliserade integralen

/ / e’ dxdy
D

om den ar konvergent, annars visa att den ar divergent.

4. (a) Om tvavariabelfunktionen f har bildats genom att sitta f(z,y) = g(y — 2?),
dir g dr en envariabelfunktion av klass C', vad blir da f.(z,y) och fo(x,y)
(uttryckt i g)? Och vad blir f;(x,y) + 2z f,(z,y)?

(b) Vad kan man siga om niviméngdernas utseende for en funktion f bildad pa
ovanstaende satt? Illustrera med en figur.

(¢c) Bestém alla C'-funktioner f(z,y) som uppfyller f, + 2z f; = y.

(Gor t.ex. ett variabelbyte dar u = x ar den ena nya variabeln, och déar den
andra variabeln v véiljs med inspiration av de foéregaende deluppgifterna.)

5. Berdkna /// zdxdydz, dar
D

6. Undersok om foljande funktion ar differentierbar i punkten (0, 0):

2? + 1y
fay) = @i @VF 00,

0, (x,y) = (0,0).
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1. Fran f(z,y) = 22% — 122y + 9y* fas Vf = (4o — 12y, —122 + 36y3).
Stationdra punkter bestdms ur ekvationen Vf = 0, dvs. 3y = = = 3y°,
vilket ger (z,y) = (0,0) eller £(3,1). Andraderivatorna ar f;, =4, f; =
=12, fy, = 108y?2, s& den kvadratiska formen @ i Taylorutvecklingen
kring respektive punkt blir

Q0)(h, k) = 4h> — 24hk + 0y* = 4((h —3k)% — 9]€2>7

som &r indefinit eftersom t.ex. Q0)(1,0) =4-1 >0 och Q0,0 (3,1) =
4-(=9) <0, och

Qu.ny(h, k) = Qs-1)(h, k) = 4h* —24hk+108k> = 4((h—3k)*+18k?),

som ar positivt definit eftersom @131y > 0 ¢verallt med likhet bara
om h — 3k =0 och k =0, dvs. bara om (h, k) = (0,0). Alltsa ar (0,0)
en sadelpunkt, och £(3,1) ar lokala minimipunkter. (Vardena i dessa
punkter ar f(0,0) = 0 respektive f(3,1) = f(=3,—1) = =9.)

Svar: (3,1) och (=3, —1) &r lokala minimipunkter. Funktionen saknar
lokala maximipunkter.

2. (a) Visdétter x = z = 0 i ellipsoidens ekvation for att hitta skérnings-
punkterna P och Q; detta ger 5y* = 5, sd punkterna ér (0,+1,0).
Ellipsoidens normalvektor ges av gradienten

2(x —y + 2)
V((@w—y+2)+(2y—-2)°+32") = | 2w —y+2)+42y—2) |,
2 —y+2)—2(2y—=z)+62

som ar lika med

—1

+21 5

-3
da (z,y, z) = £(0,1,0). Tangentplanen blir alltsa —z+5y—3z = D,
dar insdttning av de tva punkterna ger D = +5.

Svar: Tangentplanen dr —z + 5y — 3z = 5 och —x + 5y — 32 = —5.

(b) Linjen (x,y,z) = (—t,5t, —3t) ar vinkelrat mot planen och skér
dem da 35t = 45, alltsa ¢t = £1/7. Avstandet mellan planen &r

.. o .. -1 o
dédrmed 2/7 ganger lingden hos vektorn ( 5, ), alltsa % - \/35.

Svar: Avstandet mellan de tva planen ar 2v/5/+/7.



3.

4.

Integranden e® &r positiv overallt, sa vi kan anvénda variabelbyte
och upprepad integration. Med v = 3x — y och v = = — 2y fas ett

enklare omrade F som ges av 0 < u < 1 och 0 < v. Vidare ar 383 =

det (if :;) = —b5, sa dudv = |-5| dzdy = 5 dxdy. Alltsa:

1
// e“dxdy = v // Cu=0)/5 gy dy = 5 (/ e*/oe _”/5du> dv
v=0 =0

5 12 W00

l\')

Svar: 2(e?/° —1).

(a) Enligt kedjeregeln &r f)(z,y) = ¢'(y — 2°) - (=2x) och f}(z,y) =
9'(y — ) - 1, vilket medfor att f; + 2z f; = 0.

(b) Svaret "parablerna y = x? 4+ C' &r nivakurvor” godkénns.
Generellt sett kan dock situationen vara en aning mer komplicerad. Om
punkten (x,y) ligger p& parabeln y = 22 +C sd ir f(z,y) = g(y —2?) =
g(C), dvs. f har samma virde g(C) i alla punkter pa denna parabel.
Givet en konstant D bestar niviméngden {(x,y) € R?: f(z,y) = D}
alltsa av unionen av alla parabler y = 22 + C sadana att g(C) = D.
(Eller s& ar den tomma méngden, ifall det inte finns nagra sadana C'.)
For att ta ett konkret exempel: om g(t) = ¢ fér ¢t > 0 och g(t) = 0 for
t < 0 sa kommer f:s nivaméngder for D = 0,1,2, 3,4 att se ut nigot i

den hér stilen:

Y

Nivdméngden {f = D} dr en nivikurva om D > 0,

néamligen parabeln y =22 ++vD. ..

T

.. men nivdméangden {f = 0} bestar av hela omradet y < z2.

(c) Variabelbytet u = x och v = y — z? ger fi = fl —2x f] och
[y = f, s att PDEn blir f’ =y = v + u?, med allmén 16sning
f—uv+ su° +g(v )—xy— Sty — 2)-

Svar: f(x,y) = xy — gx + g(y — 2%), dir g ér en godtycklig
Cl-funktion av en variabel.



5. Kroppen utgors av de punkter som ligger ovanfor konen z = /x2 + 32
och innanfér cylindern 32+ 2% = 1. Den kan dérmed lika girna beskrivas

med olikheten /22 4+ y? < z < /1 — 4?2, vilket gor det lampligt att
berdkna integralen med stavar i z-led, 6ver det omrade E i zy-planet som
ges av /22 + 32 < /1 — 42, dvs. ellipsen 2% 4 2y% < 1. Omskalningen
(z,y) = (u,v/+/2) dndrar omradet till u? 4+ v? < 1, dvs. enhetscirkel-
skivan i uv-planet (kalla den F'), och darefter ar det lampligt att ga
over till planpoldra koordinater:

//Azdxdydz—/é(/z;/\l/_% zdz)da:dy
= ] 31 =" = @* + ")) dady

- //F%(l — 2 —v2)d?/%v

“sv (=== 5

Ett alternativ ar att for fixt @ € [—1, 1] betrakta tvarsnittet D,, som
ar den méngd i yz-planet som ligger innanfor cirkeln y? + 22 = 1 och
ovanfor hyperbelgrenen z = /22 4+ y2. Dessa kurvor skar varandra da

y==/(1—22)/2, och vi fir
o~ (f,

AN ey Y
= 2/ / zdz |dy |dx
=0 y:—\/(l—IQ)/Q z:\/m2+y2

1 \/§ T
:...:2/ XE =gy =... =
=0 3( x) o 4\/§

Tvérsnitt for fixt y dr d&nnu ett alternativ, av ungefar samma svarighets-
grad. (Tvarsnitt for fixt z dr ddremot inte att rekommendera; det
ar i princip genomforbart, men man maste integrera over intervallen
0<2z<1/v2och1/y2 < z <1 separat, och den andra av dessa tva
integraler, dér cylindern sa att sdga borjar nagga konen i kanten, leder
till ratt forfarliga primitivutrakningar.)

T
442

Svar:



6. Differentierbarhet i origo betyder att de partiella derivatorna i origo
existerar och att uttrycket

VTR
har gréansvardet noll da (x,y) — (0,0). Langs axlarna (inklusive origo!)

har vi f(z,0) = x och f(0,y) = 0, vilket visar att f.(0,0) = 1 och
f,(0,0) = 0. Uttrycket att underscka blir alltsa

x® + x2y

o —-0-1-2—-0-y

 y—zyt ay(r—y)

Va2 @2y (2 y?)

Uttryckt i polara koordinater z = pcosy, y = psinp blir detta lika
med cos ¢ sin g (cos ¢ — sin) (oberoende av p), vilket visar att man
far olika vdrden nar man narmar sig origo ldngs olika rita linjer; t.ex.
far man 0 lings z-axeln men —1/+/2 lings linjen y = —z. Grinsvirdet
existerar darmed inte, vilket visar att f inte ar differentierbar i origo.

Svar: Nej, f ar inte differentierbar i punkten (0, 0).
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