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Inga hjélpmedel tillatna (inte heller miniréknare). 8/11/14 podng med minst
3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Lank till
16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestdm de tangentplan till ytan xy + yz + xz = 1 som &r parallella
med planet x + 2y + z = 3.

2. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter till

f(z,y) = 2%y — 22% — .

///D(m —y)zdzdydz,

dar omradet D ges av z? 4+ 4y? + 22 <4, 2 < 0 och 2y < x.

3. Berdkna

4. Bestam alla C'-funktioner g(t) (for t > 0) sadana att funktionen

flx,y) =gz + 9%

uppfyller

5. Berdkna /// y dzdydz, dar omradet D ges av 22 +y? < z < 2 och
y2lal.
6. Visa att sambanden
u:xg—xy, U:ny—yQ
kring punkten (x,y) = (1,2) definierar en lokal C'-invers

x = z(u,v), y =y(u,v).

Bestim sedan z, y, =, =), 3., och 3, i punkten (u,v) = (—1,0).
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1. Sétt F(z,y,2) = 2y + yz + xz; d& dr den givna ytan nivaytan F(x,y, z) = 1. Tangentplanet
till denna yta i en punkt (a,b,c) pa ytan ér parallellt med planet z + 2y + z = 3 precis da
VF(a,b,c) | (1,2,1) och F(a,b,c) =1, d.v.s. precis da

(b+c,a+c,a+b)]| (1,2,1) och ab+bc+ac=1.

Det forsta villkoret ger @ = ¢ och b = 0, som insatt i det andra ger ¢® = 1, och déirmed
tangeringspunkterna (1,0,1) och (—1,0,—1), med tangentplanen = + 2y + z = 2 respektive
T+2y+z=-2.

Svar: Planen &r = + 2y + z = £2.

2. Stationira punkter for f fas ur ekvationssystemet f. = 2xy — 4z = 0 och fzI/ =22 -2y =0.

Den andra ekvationen ger y = ,7:2/2, som insatt i den forsta ger 2° — 4z =0, d.v.s. © = +2
eller z = 0. Vi far séledes tre stationdra punkter: (2,2), (—2,2) och (0,0).

Andraderivatorna blir f;/w =2y —4, f;’y = 2z, f{/y = 2.

I punkten (2,2) &r f/. =0 och f;’y =4, s& vi far den kvadratiska formen

" " h 0 4 h
=00 (G ) () =0 9 (3 %) ()
= —2k? + 8hk = —2(k — 2h)? + 8h?,

som dr indefinit: exempelvis &r Q(0,1) = —2 < 0 medan Q(1,2) = 8 > 0. Alltsa ar (2,2)
ingen lokal extrempunkt for f.

I punkten (—2,2) blir fortfarande f,}, = 0 medan f;, = —4, och vi far helt analogt Q(h, k) =
—2k? —8hk = —2(k +2h)* +8h?, som ocksa ir infinit eftersom exempelvis Q(0,1) = —2 < 0
medan Q(—1,2) =8 > 0. Alltsa &r inte heller (—2,2) nigon lokal extrempunkt for f.

I punkten (0,0), slutligen, &r f;}, = —4 och f;} = 0,54 Q(h, k) = —4h%—2k?, som #r negativt
definit eftersom Q(h, k) < 0 for alla (h, k), och Q(h, k) = 0 endast om h = 0 och k =0, d.v.s.
endast om (h, k) = (0,0). Alltsa &r punkten (z,y) = (0,0) en lokal maximipunkt for f.
Svar: (0,0) ar en lokal maximipunkt. Lokala minimipunkter saknas.

3. Borja med det linjara bytet u = z, v = 2y, w = z; da ar |d(u,v,w)/d(x,y, z)| = 2 s& att
dxdydz = dudvdw/2, och det nya omradet E ges av WP+ <4w <00 < .
Byt dérefter till rymdpoléra koordinater: u = rsinf cos ¢, v = rsinfsin ¢, w = r cos § med
dudvdw = r*sin 0 drdfdyp. Grénserna blir 0 < r < 2, /2 <0 <m =3r/4 < p<m/4 Allt
som allt:

///D(if —y)zdxdydz = ///E (QU;’U)w dud;dw
1 2

T w/4
:f/ r4dr~/ sin290059d9-/ (2cosp —siny) dp
4 0 /2 —3r/4

1[5 [sin®6]" ™
L A [2sin ¢ 4 cos s@}_éi 1
4 0 w/2 /

) 3

1 32 1 8v2
=15 (3)3v2=——~

4. Kedjeregeln ger f.(z,y) = ¢'(2* + y*) - 2z och fox,y) = g (z* + y?) - 2y, sa den givna
ekvationen reduceras till

2(2” + %) g (2% +y*) =6 + 2 + ¢,



alltsa 64t
/

t)=——
gt =—
Integration ger ¢(t) =3Int+t/2+ C.

Svar: g(t) = 3Int +t/2 + C, diar C ar en godtycklig konstant.

t>0.

. Med stavar i z-led far vi stavarna z2 + y?> < z < 2, och projektionen D pa xy-planet ges
av 2° +y? < 2 och y > |z, som kan skrivas —1 < z < 1, |z| <y < /2 — 22 (rita figur!).
Saledes blir

///Dydxdydz://ﬁ (/I;Mydz) d:z:dy:/l1 (/:m@—x?—f)ydy) dx

1 2 2\27Y=V2—22 1
2—x° — 1
:/ {My)] dx:/ (172x2+x4)dx:—6.
1 —4 y=lz| 1 15

. Avbildningen &r C', och (z,y) = (1,2) avbildas pa (u,v) = (—1,0). Funktionalmatrisen i
punkten (z,y) = (1,2) ar

u,v)  (u, wy\ _ [(32*—y s (1 -1

ox,y)  \v, v,) 2y 2¢ —2y)  \4 —2)°
och eftersom denna matris &r inverterbar (determinanten = 2 # 0) medfor inversa funktions-
satsen att avbildningen har en lokal C'-invers x(u,v), y(u,v) definierad i nidgon omgivning

till (u,v) = (—1,0). Trivialt 4r 2 = 1 och y = 2 nér (u,v) = (—1,0), medan derivatorna dar
fas med matrisinvers:

Owyy) ([« o\ (u, w1 -1\ _1(=2 1\ (-1 1/2
Owv)  \yu w) \vp v,) —\4 -2/ T2\-4 1) \-2 1/2)°

Svar: I punkten (u,v) = (=1,0)&rx =1,y =2ochz), = -1, 2, =1/2,y,, = -2, y, = 1/2.
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