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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).
8/11/14 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 méojliga) ger betyg 3/4/5.
Léank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1.

2.

Berakna /// (r+y)dedydz, dér Dgesav0 <z —y<y+z<loch0<z—2z<1
D
Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

2
flz,y) = 5953 — 2% — 2y% + day.

Beriikna volymen av den kropp som begriinsas av ytorna z = x> 4+ y? och 2z — 4y + z = 4.

Bestiam ekvationen for tangentplanet till ytan 2® — 423 + 2zyz 4+ 92 = 0 i de punkter dér

x 1 2
linjen [ y | = 3 |+t 0 | skir ytan.
z 2 1

Bestém alla C!-16sningar u(z, y, z) till foljande differentialekvationssystem:

ul, = 2siny — 2
u; = 2zsin2y — zsiny

med bivillkoret u(z,0,x) = x for alla z € R.
Visa att
(a) sambandet
yz> + e — 32%y =3
implicit definierar en C'-funktion z = f(y, z) i en omgivning till punkten (0,2, 1),

(b) ekvationssystemet
yz® 4+ e — 32%y =3
In(z +y) + 2%yz = In2
implicit definierar C'-funktioner = g(y), z = h(y) i en omgivning till (0,2, 1),
(¢) avbildningen
u=x+y+=z

v=xy +yz+zx
w=a+y>+2°

har en lokal Cl-invers kring varje punkt (z,y,z) € R? sadan att = # y, y # 2z och

z # x.

For full podng kravs att man verifierar att alla forutsdttningar ar uppfyllda i de satser
som anvands.
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1. Det linjéra variabelbytet

U=z -1y, —
Y d(u, v, w) 1 1 0
v=y+z, ——=10 1 1|=-2, dudvdw = |—2| dxdydz = 2 dxdydz,
d(z,y, 2) 1 0 -1
w=2x-—z,

ger nytt omrade F: 0 <u <wv <1,0<w<1, och, med skivor pa fixa w-nivaer,

/// z+9) dxdydz—/// +wd7“‘d”‘h”=;/01 (/01(/0v(v+w)du>dv>dw

:5/0 (/0 (v? +vw>dv>dw:;/01(;+§’)dw=§(§+i)=;1-

. De stationidra punkterna fas ur f, = 222 — 2z 4+ 4y = 0 och fy = —4y + 4z = 0. Den andra

ekvationen ger genast y = x, som insatt i den forsta ger 222 + 2x = 0, d.v.s. & = 0 eller z = —1.
De stationéra punkterna &r séledes (0,0) och (—1,—1).

Andraderivatorna blir f;, =4z — 2, f;) =4 och f,, = —
I(0,0) blir f;, = =2, f;}, =4 och f;; = —4, och den kvadratiska formen

Fro i) () _ =2 4 (h
Q(h, k) = (h k) (f:,c/y f;i) (lc) = (h k) ( 4 —4) (k)
= —2h? + 8hk — 4k* = —4(k — h)* + 2h*

ar indefinit eftersom t.ex. Q(1,1) = 2 > 0 medan Q(0,1) = —4 < 0, sd punkten (0,0) &r ingen
lokal extrempunkt for f.

I (—1,-1) blir f, = =6, f =4 och f/, = —4, och vi far den kvadratiska formen
Q(h, k) = —6h? 4 8hk — 4k* = —4(k — h)? — 2h?

som dr negativt definit eftersom Q(h, k) < 0 for alla (h, k) och Q(h,k) = 0 endast om k —h =0
och h = 0, d.v.s. endast om (h, k) = (0,0). Saledes &r punkten (—1,—1) en lokal maximipunkt
for f.

Svar: (=1, —1) &r en lokal maximipunkt. Lokala minimipunkter saknas.

. Ytorna skir varandra lings kurvan dir z = 22 +y? och z = 4— 2z +4y samtidigt, och denna kurvas
projektion pa xy-planet ir kurvan z? +y* = 4— 2z +4y, d.v.s. citkeln (z+1)?+(y—2)? = 9. Lat D
vara den aktuella kroppen; dess projektion D pa xy-planet &r cirkelskivan (z + 1)2 +(y— 2)2 <9.
Med i tur och ordning (1) stavar 2+t <z < 4 —2x 4+ 4y i z-led; (2) linjirt byte v = = + 1,
v = y—2 som verfor D till en ny méngd E : u?4v? < 9 och ger dzdy = dudv; och (3) planpolirt
byte u = pcosp, v = psinp med ny méngd 0 < p < 3, 0 < ¢ < 27 och dudv = pdpdy, far vi att

volym(D // dmdydz—// 4 — 22+ 4y) — (22 +9°) dmdy—// —u? —v?) dudv
([ o] -2



4. For att bestdmma de punkter dar linjen skir ytan sdtter man inx = 1+2t, y =3, 2 =2+1¢1i
ytans ekvation och 16ser ut ¢:

0= f(z,y,2) =2 —42° + 20yz + 92
= (142t —4(2+t)* +6(1 +26)(2+1) +9(2+1)
=43 -3t —1=(t—1)(2t +1)%

alltsa t = 1 eller t = —1/2, vilket ger punkterna (3,3, 3) och (0, 3,3/2).

Ur Vf(z,y,2) = (322 +2yz,2xz, 122 + 22y +9) fas V£(3,3,3) = 9(5,2, —9) och Vf(0,3,3/2) =
9(1,0,—2), s& vi kan ta (5,2,—9) och (1,0, —2) som normalvektor till tangentplanet i respektive
punkt.

Svar: Tangentplanet i (3,3, 3) dr 5z 4+ 2y — 9z = —6, och tangentplanet i (0,3,3/2) r z —2z = —3.

5. Integration av den forsta ekvationen m.a.p.  ger u = 2xsin®y — zz + f(y, 2), och derivering av u
m.a.p. ¥y och inséttning i den andra ekvationen ger 2x - 2siny cosy + f;(y, z) = 2xsin 2y — zsiny,
d.v.s. f,(y,2) = —zsiny (eftersom sin 2y = 2siny cosy), varfor f(y, z) = zcosy 4 h(z). Saledes &r
u(z,y,2) = 2xsin? y — xz + 2z cosy + h(z), och bivillkoret ger nu = = u(x,0,z) = —2? + = + h(z),
r € R, d.vs. h(t) =t?, t € R, och dirmed ar u(z,y,2) = 2zsin®y — xz + zcosy + 22

Svar: u(z,y, z) = 2xsiny — xz + zcosy + 2°.

6. Lat i (a) och (b) F(z,y,2) = yz* + €% — 3z%y och G(z,vy, 2) = In(z + y) + 2%yz. Da &r F och G
C!'-funktioner i en omgivning till punkten P = (0,2,1), och F(0,2,1) = 3 och G(0,2,1) = In2.

(a) Eftersom F, = ze"® —6zy = 1 # 0 i P medfér implicita funktionssatsen att ekvationen
F(x,y,2z) =3 i en omgivning till (0,2,1) definierar en C*-funktion z = f(y, 2).

(b) Eftersom
oF,G) (F. F\ _ ze"® — 6xy 3yz+xe™\ (1 6
ox,z) \Gy G.) \(z+y) "' +2zyz 2y —\1/2 0
i P, och denna matris har determinant —3 # 0 och ddrmed &r inverterbar, medfér implicita

funktionssatsen att ekvationssystemet F(z,y,z) = 3, G(x,y,2) = In2 i en omgivning till
(0,2,1) definierar C*-funktioner = = g(y) och z = h(y).

(c) Funktionerna u =z +y + 2, v = xy + yz + 2z och w = x> 4+ 3® + 2® &r alla C*, och

d(u, v, w) 1 1 1 ) 1 0 0
—~ 22— ly+2 x+2z xTty :3y+22 T —y z—z | =3 —y)(x—2)(y—2),

d(z,y,2) 32 3y 3,2 T y? —a? 22 g2

A
[

dér vi i steg 1 har brutit ut faktorn 3 fran rad 3 och sedan subtraherat kolonn 1 fran kolonn 2
och kolonn 3, och i steg 2 har brutit ut faktorn (z — y) ur kolonn 2 och (z — z) ur kolonn 3.
Om (x,y, z) ar en punkt sddan att x # y, y # z och z # z &r alltsd funktionaldeterminanten
# 0 déir, och dérfor medfor inversa funktionssatsen att det finns en lokal Ct-invers x(u, v, w),
y(u,v,w), z(u,v,w) i en omgivning till punkten.
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