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Inga hjälpmedel till̊atna (inte heller miniräknare). 8/11/14 poäng med minst 3/4/5 upp-
gifter med minst 2 poäng (av 3 möjliga) ger betyg 3/4/5. Länk till lösningsskiss finns efter
tentamen p̊a kursens hemsida. Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information
om visning ges d̊a p̊a kursens hemsida.

1. Avgör om följande funktioner har lokalt extremvärde i origo. (Dvs. är origo en lokal
maximipunkt? En lokal minimipunkt? Varken eller?) Motivera tydligt!

(a) f(x, y) = xy

(b) f(x, y) = 2ex2+y2 + ln(1 + xy)
(c) f(x, y) = sin(x2 + y) + cos(x2 − y)

2. Bestäm den C1-funktion f(x, y) som uppfyller

∂f

∂x
− 2xy

∂f

∂y
= 0, f(0, y) = sin y,

för alla (x, y) ∈ R2. (T.ex. med hjälp av variabelbytet u = x, v = yex2 .)
(Tips: Innan du lämnar in, kontrollera genom insättning att ditt svar verkligen uppfyller
de givna villkoren! Kontrollen behöver ej redovisas, men eftersom den är s̊a enkel att
göra ges inga poäng ifall svaret är fel.)

3. Beräkna
∫∫

D
x dxdy, där D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + 3y2 ≤ 2 och 0 < y < −x}.

4. (a) Visa att ekvationen x3 − 3yz + exz2 = −5 implicit definierar en C1-funktion
z = f(x, y) i en omgivning av punkten (x, y, z) = (0, 1, 2).

(b) Ange funktionsvärdet f(0, 1) samt derivatorna f ′
x(0, 1) och f ′

y(0, 1).
(c) Baserat p̊a informationen fr̊an deluppgift (b), vilket värde skulle man upp-

skatta att z ungefär bör ha för att ge en lösning till ekvationen när x = 0,003
och y = 0,999?

5. Beräkna volymen av det omr̊ade D i R3 som beskrivs av olikheterna y ≥ 0, z ≥ 0,
x− y + z ≤ 1, x2 + y ≤ 1.

6. Beräkna f ′′
xy(0, 0) och f ′′

yx(0, 0) om

f(x, y) =


x3y

x2 + y2 , om (x, y) 6= (0, 0),

0, om (x, y) = (0, 0).
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1. (a) Enklast är ett direkt resonemang: i varje omgivning av (0, 0) finns
punkter där f har positivt värde (t.ex. är f(t, t) = t2 > 0 för
alla t 6= 0), men även punkter där f har negativt värde (t.ex.
f(t,−t) = −t2 < 0). Allts̊a är f(0, 0) = 0 inget lokalt extremvärde.

(b) Maclaurinutveckla: f(x, y) = 2ex2+y2+ln(1+xy) = 2
(
1+(x2+y2)+

O(ρ4)
)

+
(
xy+O(ρ4)

)
= 2 +Q(x, y) +O(ρ4), där Q(x, y) = 2x2 +

2y2+xy och ρ =
√
x2 + y2. Utvecklingen saknar förstagradstermer

och den kvadratiska formen Q(x, y) = 2(x+y/4)2+ 15
8 y

2 är positivt
definit, s̊a f(0, 0) = 2 är ett lokalt minimum.

(c) Om f(x, y) = sin(x2+y)+cos(x2−y) s̊a är f ′y(x, y) = cos(x2+y)+
sin(x2−y), och därmed f ′y(0, 0) = 1+0 6= 0. Origo är allts̊a inte en
stationär punkt för f , och därmed inte n̊agon lokal extrempunkt
heller.

2. Vi byter till de nya variablerna u = x, v = yex
2 . Kedjeregeln ger

f ′x = f ′u · 1 + f ′v · 2xyex
2 och f ′y = f ′u · 0 + f ′v · ex

2 . Insättning i PDE:n ger
0 = f ′x − 2xyf ′y = (f ′u + 2xyex2

f ′v)− 2xy(ex2
f ′v) = f ′u, s̊a i nya variabler

f̊ar vi helt enkelt f ′u = 0, och därmed allts̊a f(u, v) = g(v), där g är
en godtycklig C1-funktion av en variabel. Återg̊ang till ursprungliga
variabler ger f(x, y) = g(yex2). Bivillkoret f(0, y) = g(y) = sin y säger
direkt vad g är!
Svar: f(x, y) = sin(yex2).

3. Det linjära bytet u = x och v =
√

3 y ger ett nytt omr̊ade E som be-
skrivs av u2 + v2 ≤ 2 och 0 < v/

√
3 < −u, vilket i polära koordinater

motsvarar ρ ≤
√

2 och 2π/3 < ϕ < π (ovanför linjen v = 0 och un-
der linjen v = −

√
3u). Integralen blir

∫∫
D
x dxdy =

∫∫
E
u 1√

3duduv =

1√
3

∫ √2

ρ=0

(∫ π

ϕ=2π/3
ρ cosϕ · ρ dϕ

)
dρ = 1√

3

[
1
3ρ

3
]√2

0
[sinϕ]π2π/3 = 2

√
2

3
√

3(0 −
√

3
2 ) = −

√
2

3 .
Annat sätt: Linjen y = −x skär vänstra halvan av ellipsen i punkten

(−1√
2 ,

1√
2), vilket ger

∫∫
D
x dxdy =

∫ 1/
√

2

y=0

(∫ −y
x=−
√

2−3y2
x dx

)
dy = . . .

Svar: −
√

2/3.
(Redan innan man börjar räkna kan man notera att x m̊aste vara negativt
för att 0 < y < −x ska kunna gälla, s̊a omr̊adet D m̊aste ligga i vänstra
halvplanet, och eftersom det är just funktionen f(x, y) = x som vi integrerar
m̊aste svaret bli negativt.)
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4. (a) L̊at F (x, y, z) = x3 − 3yz + exz
2 . D̊a är F av klass C1 (eftersom

det är ett polynom), F (0, 1, 2) = 0 − 3 · 1 · 2 + e0 = −5, och
F ′z(x, y, z) = −3y + 2xzexz2 s̊a att F ′z(0, 1, 2) = −3 + 0 6= 0.
Förutsättningarna i implicita funktionssatsen är allts̊a uppfyllda,
och den visar att ekvationen F (x, y, z) = −5 definierar en C1-
funktion z = f(x, y) i en omgivning av (0, 1, 2).

(b) Vi har f(0, 1) = 2 per definition. Fr̊an ∇F (x, y, z) = (3x2 +
z2exz

2
,−3z,−3y + 2xzexz2) f̊ar vi ∇F (0, 1, 2) = (4,−6,−3), och

formlerna f ′x = −F ′x/F ′z, f ′y = −F ′y/F ′z ger f ′x(0, 1) = −4/(−3) =
4/3 och f ′y(0, 1) = −(−6)/(−3) = −2.
(Det g̊ar först̊as ocks̊a bra att ta fram svaret via implicit derive-
ring, dvs. genom att direkt derivera identiteten x3 − 3yf(x, y) +
exf(x,y)2 = −5 med avseende p̊a x respektive y; d̊a behöver man
ju inte komma ih̊ag de där formlerna.)

(c) Taylorutvecklingen av första ordningen kring punkten (x, y) =
(0, 1) är

z = f(x, y) = f(0, 1) + f ′x(0, 1)x+ f ′y(0, 1) (y − 1) +O(ρ2),

där ρ =
√
x2 + (y − 1)2. Försummande av resttermen ger den

linjära approximationen av z:s värde:

z ≈ f(0, 1) + f ′x(0, 1)x+ f ′y(0, 1) (y − 1)
= 2 + (4/3) · 0,003 + (−2) · (−0,001)
= 2 + 0,004 + 0,002 = 2,006.

(Anmärkningar: Enbart baserat p̊a informationen fr̊an (b) är detta den
bästa gissning vi kan göra, men notera att denna enkla undersökning
inte ger n̊agon information om resttermens storlek, och därmed har vi
ingen uppfattning om hur nära punkten (0, 1) man egentligen m̊aste
vara för att den linjära approximationen ska bli bra. Numerisk lösning
av ekvationen 0,0033 − 3 · 0,999 · z + e0,003·z2 = −5 ger i alla fall z ≈
2,0060547, vilket visar att vi hade tur: v̊ar uppskattning z ≈ 2,006
hamnade faktiskt inte s̊a l̊angt ifr̊an det sanna värdet. Det finns ocks̊a
en annan lösning z ≈ 39,7366, s̊a ekvationen F (x, y, z) = −5 definierar
inte z som funktion av x och y globalt sett.)

Svar: (b) f(0, 1) = 2, f ′x(0, 1) = 4/3, f ′y(0, 1) = −2. (c) z ≈ 2,006.
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5. Vi betraktar tvärsnittet Dx för fixt x, dvs. alla punkter (y, z) ∈ R2

som uppfyller y ≥ 0, z ≥ 0, −y + z ≤ 1 − x, y ≤ 1 − x2. För att
olikheten 0 ≤ y ≤ 1 − x2 ska kunna gälla m̊aste vi ha x2 ≤ 1, allts̊a
−1 ≤ x ≤ 1. För z har vi 0 ≤ z ≤ y+(1−x). Tvärsnittet Dx blir allts̊a
en fyrhörning i yz-planet som begränsas av linjerna y = 0, y = 1− x2,
z = 0 och z = y + (1 − x). En enkel figur visar att detta omr̊ade
best̊ar av en triangel (en halv kvadrat med sidlängden 1− x2) staplad
ovanp̊a en rektangel med bredden 1 − x2 och höjden 1 − x. Arean av
Dx är därmed A(x) = (1 − x2)(1 − x) + 1

2(1 − x2)2, och volymen är∫∫∫
D
dxdydz =

∫ 1

−1
A(x) dx = 28/15.

Ett annat alternativ är att använda stavar i z-led. Omr̊adets projektion
E i xy-planet ges av 0 ≤ y ≤ 1 − x2 och 0 ≤ 1 − x + y, men den
andra olikheten är automatiskt uppfylld om den första är det, s̊a E
avgränsas allts̊a av x-axeln och parabeln y = 1 − x2. Till varje punkt
(x, y) ∈ E hör en stav 0 ≤ z ≤ 1−x+ y, s̊a volymen är

∫∫∫
D
dxdydz =∫∫

E

(∫ 1−x+y

z=0
dz
)
dxdy =

∫ 1

x=−1

(∫ 1−x2

y=0
(1− x+ y) dy

)
dx = 28/15.

Svar: Volymen av D är 28/15.

6. För (x, y) 6= (0, 0) ges f :s partiella derivator av

f ′x(x, y) = ∂

∂x

(
x3y

x2 + y2

)
= x2y(x2 + 3y2)

(x2 + y2)2 ,

f ′y(x, y) = ∂

∂y

(
x3y

x2 + y2

)
= x3(x2 − y2)

(x2 + y2)2 ,

och eftersom f är konstant (= 0) längs b̊ada axlarna inklusive origo
s̊a är f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0. För att ta fram f ′′yx(0, 0) undersöker vi
hur värdet p̊a f ′y varierar längs x-axeln. Vi har f ′y(x, 0) = x för alla x
(inklusive x = 0, enligt det speciellt uträknade värdet f ′x(0, 0) = 0), och
derivering av detta m.a.p. x visar att f ′′yx(x, 0) = 1 för alla x (inklusive
x = 0). Och p̊a liknande sätt: f ′x(0, y) = 0 för alla y (inklusive y = 0)
ger derivatan f ′′xy(0, y) = 0 för alla y (inklusive y = 0).
Svar: f ′′xy(0, 0) = 0 och f ′′yx(0, 0) = 1.
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