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Tentamen i TATAG69 Flervariabelanalys
2014-06-04 kl 14-19

Inga hjélpmedel tillatna (inte heller minirdknare).
8/11/14 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.
Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

flz,y) = 2? +y? — 4oy — 2.

2. Bestdm de tangentplan till ytan 2 4 2y + 222 + 42® = 23 som ér parallella med

planet 3z — 2y + 9z = 1.
// x —y)dxdy,

dér D é&r triangeln med horn i (0,0), (—1,1) och (4,2).

/// 22z dedydz,
D

dir D ges av a® + 2 +22 <2, 2> /322 +3y2 och 0 < z < y.

3. Berakna

4. Berakna

5. (a) Definiera vad som menas med att ( l)m% f(z,y) = L.
T,y)—

In(1
(¢) Undersok lim In(1 + zyz)

In(1
(b) Undersék  Lim 2U+29)
(2,y,2)—(0,0,0) T2 + Y% + 22

(zy)—~(00) 22+ y?
6. Visa att sambandet

u = x + arctan y,
v = y + arctan z,
w = 2z + arctan z,

kring varje punkt (x,7, z) € R® definierar en lokal C'-invers

r = x(u, v, w),

y = y(u,v,w),
z = z(u,v,w).

Undersok ocksa om det finns en global invers.



Losningsskisser till tentamen i TATA69 Flervariabelanalys 2014-06-04

1. De stationira punkterna fas ur f, = 2z — 4y — 32® = 0 och f{/ = 2y — 4x = 0. Den andra
ekvationen ger genast y = 2z, som insatt i den forsta ger 322 + 6z = 0, d.v.s. z = 0 eller
x = —2, och vi far dérmed tva stationdra punkter: (0,0) och (—2,—4).

Andraderivatorna blir f;’w =2 — 6, fgy = —4 och le;ly = 2.
I (0,0) blir f =2, och den kvadratiska formen

1! 1 h/ 2 _4 h
hk)=(h k) (7% ‘v =(h k
Q( ) ( ) <fxy fyy) <k> ( ) <_4 2 > <k>
= 2h* — 8hk + 2k? = 2(k — 2h)* — 6K,

som &r indefinit eftersom t.ex. Q(0,1) = 2 > 0 medan Q(1,2) = —6 < 0, s& punkten (0, 0)
ar ingen lokal extrempunkt for f.

[ (—2—4) blir fI! =14, och vi far den kvadratiska formen
Q(h, k) = 14h* — 8hk + 2k* = 2(k — 2h)? + 6h?,

som ar positivt definit eftersom Q(h, k) > 0 for alla (h, k) och Q(h,k) = 0 endast om
k —2h =0 och h =0, d.v.s. endast om (h,k) = (0,0). Saledes &r punkten (—2,—4) en
lokal minimipunkt for f.

Svar: (—2,—4) ar en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.
2. Sitt F(z,y,2) = 22 + 2y? + 222 4+ 42%; da &r den givna ytan nivaytan F(z,y,z) =

23. Tangentplanet till denna yta i en punkt (a,b,c) pa ytan &r parallellt med planet
3x — 2y + 9z = 1 precis da VF(a,b,c) || (3,—2,9) och F(a,b,c) =23, d.v.s. precis da

(2a + 2¢,4b,2a + 8¢) || (3,—2,9) och a® 4 2b% + 2ac + 4¢? = 23.

Det forsta villkoret ger b = —a och ¢ = 2a, som insatt i det andra ger a? =1, och dérmed
tangeringspunkterna (1,—1,2) och (—1,1,—2), med tangentplanen 3z — 2y + 9z = 23
respektive 3z — 2y 4+ 9z = —23.

Svar: Planen ar 3z — 2y + 92 = +23.

3. Linjart byte u = x +y, v = = — 2y ger ny, enklare, triangel £ med horn (0,0), (0, —3) och
(6,0), s& E ges av olikheterna —3 < v < 0 och 0 < u < 6 + 2v. Vidare, d(u,v)/d(z,y) =
—3, s& dzxdy = dudv/3. Eftersom z —y = (u + 2v)/3 far vi darfor

//D(x—y)dxdy_;/_z </06+2v(u+2v)du>dv—;/_03(34_41)_’_1)2)6%_0'



4. Mangden D é&r en attondels "glass-strut”; olikheterna kan i tur och ordning oOverséattas
il 0 < r < V2, 0<6< /6 respektive m/4 < ¢ < w/2, rita figur! Rymdpolart
byte # = rsinfcosp, y = rsinfsing, z = rcosd ger dedydz = r?sin 0 drdfde och ny
méngd F med granser enligt ovan. Vi far

///ZL‘ zdmdydz—/// (rsin @ cos p)? rcos @ - 72 sin O drdfdyp
V2
:/ o dr - / sin® @ cos 0 d6 - / cos? @ dy
0 0

912 [sinte]™° o sin2]"?_8 (/2" (m 1\ _7-2
161, 4 |, 2 4 | 6 4 384 °

8§ 4

5. (a) For varje € > 0 finns § > 0 sadant att |f(z,y) — L| < € {or alla punkter (z,y) i
definitionsméngden for f sddana att 0 < |(x,y) — (a,b)| < 0.

(b) Sétt f(z,y) = (In(1 + azy))/(x2 + 4?). Eftersom f(¢,0) = 0 — 0 da t — 0 medan
f(t,t) = (In(1 +#%))/(2t*) — 1/2 da t — 0 saknar f griinsvirde da (z,y) — (0,0).

(¢) Eftersom In(1 +t) = O(t) och zyz = O(r3) i rymdpolira koordinater far vi genast
att (In(1 + :Eyz))/(:z2 +942+2%) = 0@ /rr = O(r) = 0dar — 0 (och 6 och ¢
varierar fritt), d.v.s. da (z,y,z) — (0,0,0).

6. Vi noterar att avbildningen (z,y, z) — (u,v,w) ir C!, och att den har funktionaldetermi-
nant p ) ) )
(u,v,w) >1

d(z,y,z) T+a22 1492 14227

for alla (z,y,2) € R?; speciellt dr determinanten # 0, s& inversa funktionssatsen medfor
att avbildningen kring varje punkt (z,y,z) har en lokal Cl-invers = = z(u,v,w), y =
y(u,v,w), z = z(u,v,w).

For att undersoka om avbildningen har en global invers fixerar vi (u,v,w) € R3; vi vill
visa att ekvationssystemet u = z + arctany, v = y + arctanz, w = z + arctanz, har
hogst en 16sning (x,y, z) for detta (u,v,w). Antag tvartom att tvd punkter, (x1,y1,21)
och (x9,y2, 22), avbildas pa (u,v,w). Om x; > x9 far viisa fall fran den forsta ekvationen
att arctan y; — arctan yo = xo — x1 < 0, och eftersom arctan ar stréngt vixande ar darfor
y1 < yo. Men detta medfor att arctan z; — arctan zo = yo —y; > 0, sa 21 > 29, vilket i sin
tur medfor att arctan z; — arctanzo = 29 — 21 < 0, s 1 < T, en motsigelse. Inte heller
x1 < o ar mojligt (numrera om, om nédvandigt). Saledes ar x1 = z2, och ddrmed foljer
det fran ekvationssystemet att z; = z9 och y1 = yo.

Svar: Global invers finns.
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