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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/11/14 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poang (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. (a) Bestam alla funktioner f(z,y) av klass C' som léser differentialekvationen
fot2uf, =ay+ 2%, (Anvind t.ex. variabelbytet v =z, v = 2? —y.)  (1p)

(b) Bestam speciellt alla som dessutom uppfyller bivillkoret f(0,y) =y/2. (1p)

(c) Visa genom insdttning att ditt svar i (b) verkligen uppfyller bade differential-
ekvationen och bivillkoret! (1p)

2. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter for

f(J:?y;Z) =2$y+2xz—y2_22_$3.

3. Berdkna /// (x — 2z)dx dydz, dar
D

D:{(;E,y,z)€R3:0§x+4y—z§x+y§y+z§1}.

4. Berdakna / / vy dw dy, dar omradet D C R? ges av olikheterna 1 < 2% + 3y* < 3
D
och 0 <y <.

5. Visa att villkoren zyz + €** = 5 och = + 3y — z = 1 implicit definierar x och y som
C'-funktioner av z i en omgivning till punkten (x,%,z) = (0,1,2). Ange virdena
z(2), y(2), 2'(2) och y(2). Den geometriska tolkningen av situationen &r att tva ytor
skir varandra langs en kurva; bestdm denna kurvas tangentlinje i punkten (0, 1, 2).

6. Berdkna volymen av skdrningen mellan den cirkulara cylindern
Dy ={(z,y,2) e R*: 2* + 2* < 1}
och den kvadratiska cylindern

Dy ={(z,y,2) € R®: |z| + |y < 1}.



Losningsskisser till tentamen i TATAG69 Flervariabelanalys 2014-01-07

1. (a) Med u = 2 och v = 2 — y fis enligt kedjeregeln f, = f, + 2z f, och f = —f}.
Inséttning av detta i PDEm ger (f),+2xf))+2x(—f) = xy+23, alltsd £, = u(u?—v)+
u3 = 2u3 —uv. Integration med avseende pa u ger f(u,v) = u*/2—uv/2+g(v), dir g
ar en godtycklig C'-funktion av en variabel. Uttryckt i de ursprungliga koordinaterna,
har vi ddrmed svaret f(x,y) = 2%y/2 + g(z? — y).

(b) Bivillkoret f(0,y) = y/2 ar uppfyllt om och endast om 0+ g(—y) = y/2, dvs om
9(v) = —v/2, dvs om f(z,y) = 2y/2 — (a* —y)/2.
Svar: (a) f(z,y) = 2%y/2+g(z> —y)  (b) f(z,y) = §(z%y —2® +y).

2. For att hitta stationira punkter sitter vi gradienten av f(z,y, z) = 2zy+222z—y? — 22 — 23

till noll:
(2y + 22 — 322, 2z — 2y, 2z — 22) = (0,0,0).

o _ . 44 4
Detta ger att x = y = z och 2z + 2z — 3:17 =0, alltsa (z,y,2) = (0, 0,0) eller (3,3 3)
Andraderivatorna ar f2 = —6x, Vo= -2, = 0 och f;, = = 2, vilket
pé vanligt sitt ger de kvadratiska formerna Q0 (h k‘ ) = —2k? — 212 + 4hk: + 4hl =

—2(k — h)? — 2(1 — h)? + 4h? (indefinit ty positiv for (h,k,1) = (1,1,1) och negativ

for (h,k,1) = (0,1,0), sa origo ar en sadelpunkt) respektive Q (44 é)(h k,l) = —8h? +
3 3’3

Q0,00)(h. k1) = =2(k — h)*> — 2(1 — h)? — 4h? (negativt definit, s& f(3,3,3) = 32 &r ett

lokalt maximum).

Svar: (%, %, %) ar en lokal maximipunkt for f. Lokala minimipunkter saknas.

3. Det linjara variabelbytet w = © + 4y — 2, v = ¢ + y, w = y + 2z avbildar D pa ett
nytt omrade F som ges av 0 < u < v < w < 1, och eftersom % = —4 si blir
dudv dw = 4dx dy dz. Integranden = — z ges i nya variabler av v — w (som forresten ar
uppenbart negativt inuti E), si vi far [[[,(z—2) dvdydz = § [[[5(v—w) dudv dw, vilket

gar att rdkna ut med upprepad integration pa flera sétt, t.ex.

o (L () a) e

4. Linjért byte z = u, y = v/v/3, foljt av 6vergang till polira koordinater i (u, v)-planet, ger

Svar: —1/96.

v dudv P COS @ psin @ 1|pt va sin? ¢ /8
[[ wvasan= [ w5 [ a5 | |
1<a?43y2<3 1<u2402<3 0<p<T ! 0
0<y<=z 0<v/v3<u 1<p<v/3
Svar: 1/4.



5. Sitt f(x,y,2) = xyz + €2 —y och g(x,y,2) = x + 3y — 2. D& & f och g av klass C!,
punkten (0,1, 2) uppfyller villkoren f =0 och g =1, och i den punkten &r

d(f,9)
d(x,y)

yz +2e%* zz—1

. 5 =13 #0,

1 3

_‘4 -1

s& enligt implicita funktionssatsen definierar villkoren C!-funktioner x(z) och y(z) i en
omgivning av (0, 1, 2), vilket skulle visas. Per definition géller 2:(2) = 0 och y(2) = 1, och de-
rivatorna kan berdknas med implicit derivering: derivera identiteterna f(z(z),y(z),z) =0
och g(z(2),y(2),2z) = 1 med avseende pa z och sitt z = 2, sa erhalls ekvationssyste-
met 42'(2) — y'(2) = 0, 2/(2) + 3y/(2) — 1 = 0, med l6sningen 2/(2) = &, ¥'(2) = &.
Skarningskurvan mellan ytorna har parametriseringen (z,y, z) = (z(s),y(s), s), sa tan-
gentvektorn (%,Z—Z,%) i punkten (0,1,2) (d& s = 2) ar (2/(2),¥'(2),1) = (&. 5. 1).
Tangentlinjens ekvation pa parameterform blir alltsa (z,y, z) = (0,1,2) +¢(1,4, 13). (Man
kan &dven ta fram tangentlinjens riktningsvektor geometriskt, genom att kryssa ytornas
normalvektorer: V f(0,1,2) x Vg(0,1,2).)

Svar: Virdena dr 2(2) = 0, y(2) = 1, 2/(2) = &, ¥/(2) = 5. Tangentlinjen &r (z,y,z) =
(0,1,2) + (1,4, 13).

6. Det finns manga framkomliga sitt att berdkna denna integral. T.ex. kan man titta pa den
attondel F av kroppen D som ligger i positiva oktanten och ta stavar i y-led. Projektionen
av E pa (z, z)-planet ar en fjardedel av enhetscirkelskivan, och staven vid en given punkt
(x,z) ar 0 <y <1 —x. Volymen av D &r alltsa

w/2 1
8///d:cdydz:8 // (1—ac)dxdz:8/ (/ (1—pcos<p)pdp>dg0:27r—8.
E =0 p=0 3

x2+z2§1
z,2>0

Eller sa kan man gora skivor; t.ex. ar tvirsnittet genom D for fixt « en rektangel med
sidorna 2v/1 — 22 i z-led och 2(1 — |z|) i y-led, s& volymen blir

! 1
/ 4@(17@])@:8/ (m,xm)dlﬁ
! 0
1
= 8<i(Arean av enhetscirkeln) + [%(1 _ 9:2)3/2]()) _or_ S

8

Svar: 27 — 3
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