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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/11/14 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poang (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Lénk till 16sningsskiss finns efter tentamen péa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestdm alla C'-funktioner z(z,y) (for x > 0) som léser differentialekvationen

1
/ r
Tz, +3yz, = o

och uppfyller bivillkoret z(z,z) = 0, till exempel genom att gora variabelbytet
w=ux,v=y/z’

2. Berikna // x? dxdy, dér D ér parallellogrammen med horn i (z,y) = (1,1), (3,2),
D
(4,5) och (2,4).

3. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

flz,y,2) = (x+y)* — 12yz + (y + 2)>.

4. Visa att sambandet x°z — yz° = 1 definierar en C'-funktion z = z(z,y) i en
omgivning av (z,y,2) = (2,3,1). Ange 2(2,3), 2,(2,3) och z,(2,3).

5. Berdkna /// zdwdydz, dir D ges av z < 0 (obs!), 22 +3?+2? < 1 och 32 > 2% +y%
D

LL’3—|—y4
=2 0,0
6. Lat f(z,y) =422 +y2 (z,y) # (0,0),

0, om (z,y) = (0,0).

(a) Berdkna f.(z,y) for alla (x,y) € R
(b) Avgor om f, ar kontinuerlig i origo.

(c) Avgor om f ar differentierbar i origo.



Losningsskisser till tentamen i TATAG69 Flervariabelanalys 2013-10-28

1. Med det foreslagna variabelbytet fas enligt kedjeregeln z., = 2/, -1 + 2/ - (=3y/x*) och
2, = 2, -0+ 2, - (1/2°). Inséittning av detta i differentialekvationen ger xz}, + 0z, = 1/z*,
alltsd 2/ = u~>. Integration ger z(u,v) = —u~*/4 + f(v), dir f &r en godtycklig C'-
funktion av en variabel. Alltsa dr den allminna lésningen z(z,y) = —2~4/4 + f(y/x3).
Inséttning av y = x ger z(z,z) = —2~%/4 + f(1/2?), som ska vara lika med noll enligt
det givna bivillkoret, vilket framtvingar f(v) = v?/4. Aterinsittning av den nu kiinda
funktionen f i den allminna losningen ger z(z,y) = —2~%/4 + (y/x3)%/4.

o2 — o2
426

2. Det affina (dvs. linjar avbildning + konstant) variabelbytet

(o) = () ()6

avbildar enhetskvadraten F i uv-planet (dvs. 0 < u < 1, 0 < v < 1) bijektivt pa det
angivna omradet D i xy-planet, och

2 1
det(1 3>
// xdedy://(1+2u+u)2.5dudv

D E

=5 1 [%(1+2u+v)3}1 du

u=0 v=0

Svar: z(x,y) =

dxdy = dudv = 5 dudv.

Alltsa

2/1 (2420 = (14 2u)?) du
;1 (2+2u)4—(1+2u)4]1
5

u=0
(256 —81—16+1) 100
3-8 3
En annan framkomlig (men ratt jobbig) vdg &r att dela upp D i tre delomraden och
integrera direkt. T.ex. sdhér, om man delar ldngs linjerna x = 2 och z = 3:

2 3z—2 3 243 4 43
/ / z? dy da:+/ / 2 dy da;+/ / 22 dy | dz
=1 \Jy=%5+3 =2 \Jy=%5+3 z=3 \Jy=3z-7

8595, 335 100
24 6 24 3
(Anm.: Eftersom z? > 0 s& dr negativa svar uppenbart orimliga, och ger inga poing.)
100
Svar: —.
3

3. Stationdra punkter hittas genom att sitta gradienten till noll:

2(z+y) 0
Vi(x,yz)=|2@x+y)—122+3(y+2)* | = | 0
—12y + 3(y + 2)? 0



Den forsta ekvationen ger genast x = —y, och da ser man fran de tva andra ekvationerna
att z = y samt —12y + 3(y + y)? = 0; déirmed erhalls y = 0 eller y = 1, s& de stationira
punkterna &r (0,0,0) och (—1,1,1).

Vi tar fram den kvadratiska formen i Taylorutvecklingen kring respektive punkt. Andra-
derivatorna ar fy, = fi, =2, fi, =0, f,, = 2+6(y + 2), f,, = =12+ 6(y + 2) och

! = 6(y + z). Alltsa fas i origo %Q(O’Oyo)(h,k,l) = h? + 2hk + k? — 12kl. Denna form
ar indefinit, vilket man kan motivera pa lite olika sitt. T.ex. ger kvadratkomplettering
med avseende pa k att %Q = (k+h —60)%> — (h — 61)2 + h%, och om man har gjort pa
detta sitt sa ricker det med att peka pa koefficienternas tecken +—-+ for att motivera
att @ ar indefinit. (Obs. att detta argument forutsitter att uttrycket ar systematiskt
kvadratkompletterat, dvs. har réatt slags "trappstruktur”. Har man gjort pa nagot annat
satt krivs det att man motiverar genom att ange punkter dér @ > 0 respektive @ < 0.)
Ett annat sitt dr att skriva 2Q = (h + k)? — 12kl (vilket £.6. &r vad man ser direkt om
man i f(h,k,[) helt enkelt stryker tredjegradstermerna), och da &r det enkelt att hitta
lampliga (h,k,l) som visar att @ ar indefinit; t.ex. ger (h,k,1) = (1,0,0) ett positivt
virde pa @ och (h,k,l) = (—1,1,1) ett negativt virde. Slutsatsen blir hur som helst att
origo ar en sadelpunkt for f.

I den andra punkten har vi %Q(fl,l,l)(h’ k1) = h? + 2hk + Tk + 612 = (h + k)% + 6k> +
612, en positivt definit kvadratisk form (ty tecknen &r 4+ i ett systematiskt kvadrat-
kompletterat uttryck). Funktionen har alltsa lokalt minimum f(—1,1,1) = —4 i denna
punkt.

Svar: (z,y,z) = (—1,1,1) ar en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

. Funktionen F(z,y,z) = 2%z — yz° ar av klass C!, punkten (x,y,2) = (2,3,1) uppfyller

det givna sambandet F(z,y, z) = 1, och z-derivatan F!(z,vy,z) = 2% — byz* ar skild frdin
noll i den punkten: F.(2,3,1) = —11 # 0. Forutséittningarna i implicita funktionssatsen
ar ddarmed uppfyllda, och den séger precis det som skulle visas, dvs. att sambandet lokalt
definierar z som C!-funktion av z och y. Per definition géller 2(2,3) = 1, och derivatorna
dr 2(2,3) = —F.(2,3,1)/F/(2,3,1) = 4/11 och 2(2,3) = —F/(2,3,1)/F.(2,3,1) =
—1/11 (se Persson-Bdoiers s. 151).

. Innan man ens boérjar rdkna bér man véal ldgga marke till att svaret maste bli negativt,
eftersom integranden f(z,y, z) = z ar negativ inuti D — en av olikheterna som definierar
D ar ju just z < 0. (Positiva svar &ar alltsa uppenbart orimliga, och ger inga poing.)

Omradet D ar en "uppochnedvénd glasstrut” — skdrningen mellan enhetsklotet och nedre
halvan av en solid dubbelkon (ett ”"timglas”) med spets i origo. I rymdpoléra koordinater
beskrivs D av olikheterna 0 < r < 1, 0 < ¢ < 27 och 27/3 < 6§ < 7. (Gréanserna for 6
inses ldttast genom att rita kroppen "sedd fran sidan”: ekvationerna z = +,/ %(3:2 +v2),
som definierar dubbelkonens mantelyta, motsvarar i ett pz-koordinatsystem linjerna z =
+p/+/3, som har vinklarna § = 7/3 resp. § = 27/3 mot positiva z-axeln.) Det ritblock i
ré¢-rummet som ovanstaende olikheter definierar déper vi till £, och integralen blir da

zdxdydz = rcosf - r? sin 0 drdfde
I, A
- (/O%dqﬁ) (/Olrgdr> (/QZ/BSinﬁcosﬁcw)

™ 3w

=27 - % . [% sin? 0}%/3 TR



6.

Alternativt kan man integrera med hjilp av stavar i z-led, fran sféLren (den nedre ytan) till
konen (den 6vre ytan). Omradets projektion F' pa xy-planet ges av = (a: +1?) < 1—22—y?
alltsd 22 + 9% < % (en cirkelskiva med radien v/3/2, sa dubbehntegralen over F' berdknas
lampligen med planpolédra koordinater). Med denna metod far man

I s = [ [V ) v

1— x2fy

=5 [ (492 (= a® =) dady
() (17 )

V3/2 37
1 14 1.2

Ett tredje sétt ar gora skivor parallella med zy-planet. Tvérsnittet D, for fixt z € [—1, 0]
ar en cirkel med radie

) V1= 22, om —1 < z < —1 (klotet),
Z =
\/@:\/§|Z|7 om —% < 2z <0 (konen),

sd integralen blir

///D zdzdydz = /ZO:_1 (// Z zdwdy) dz = /_01 z Area(D,) dz

0 ~1/2 0
= / 2mp(z)? dz = / zm(1 — 2?)dz +/ zm32%dz
—1 —1 —1/2

9r 3w 3

64 64 16
Svar: —37/16.

(a) For (z,y) # (0,0) édr det bara att derivera (z® + y*)/(2? + y?) som vanligt med
kvotregeln. (Derivatans véirde i en viss punkt (z,y) # (0,0) avgors ju bara av f:s
vérden i en godtyckligt liten omgivning av (z,y), och dér har f:s separat definierade
vérde i origo inget inflytande.)

For (z,y) = (0,0) maste vi ddremot falla tillbaka pa definitionen av partiell derivata.
Enligt forutsdttning ges f:s virden lings z-axeln av

22 +0
f@,0)= {0 °omTF0
0, om z =0,

alltsa av f(z,0) = x, ratt och slatt (ty denna formel ger riatt virde bade for x # 0
och x = 0). Och derivatan av funktionen f(x,0) = z &r 1 for alla z, speciellt for
x = 0, vilket betyder att f.(z,0) =1 for alla x, speciellt f.(0,0) = 1.

ot 4 32%y? — 22y

0,0
Svar: fl(x,y) = (22 + 2)2 ,om (z,y) # (0,0),
17 om (f];‘,y) = (070)




(b)

For att undersoka om f7 dr kontinuerlig i origo sd maste vi se om vérdet f2(0,0) =1

overensstammer med vad de omkringliggande punkterna ”tycker” att vérdet i origo
x4+3x2y2—2xy4
T @292
da (z,y) — (0,0). Men det har det inte; faktum &r att gransvirde saknas, eftersom
fi(x,0) =1 for & # 0 och f1(0,y) = 0 for y # 0. (Tva olika nivakurvor f. =1 och
f2 = 0 forsoker alltsd motas i origo, vilket innebér att de omkringliggande punkterna
over huvud taget inte kan "enas” om vad f,. borde ha for virde i origo. Det spelar
alltsd ingen roll att f2(0,0) blev just lika med 1; inget annat virde hade heller
kunnat gora f, kontinuerlig.)

borde vara. Med andra ord: vi maste undersoka om har gransvardet 1

Svar: Nej, funktionen f, &r inte kontinuerlig i origo.
(Daremot dr det saklart sant att f/ &r kontinuerlig i resten av R?, ty f. ar dér lika
med en rationell funktion med nollskild ndmnare.)

For att undersoka differentierbarhet behover vi dven veta vad fz;(O, 0) &r, eftersom
differentierbarhet i origo innebér att de partiella derivatorna existerar dir och att

im
(h,k)—(0,0) Vh? 4+ k?
Som i (a) finner vi att £(0,y) = y? (bade fér y # 0 och 3y = 0), vilket har derivatan 2y,

som ar noll da y = 0. Alltsa f;(0,0) = 0. Med detta virde till hands kan vi underséka
om ovanstaende gréansvérde existerar och dr lika med noll: for (h, k) # (0,0) har vi

h3 + k4 h .
F(hok) = B fA(0,0) =k £3(0,0)  jaagz LT E0 g gy

,/h2+k2 Vh2Z - k2 (h2+k2)3/2’

men detta uttryck saknar gransvérde (t.ex. ar det noll da k = 0, medan (h, k) = (¢, t)
med t > 0 ger (t* —13)/(2t2)%/%2 = (t —1)/23/2 — —273/2 da t — 01).

Svar: Nej, funktionen f &r inte differentierbar i origo.
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