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Inga hjélpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/11/14 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen péa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till
f(z,y) = 2° + 32% + 4oy + >
2. Bestiim alla C'-16sningar z(w,y) till differentialekvationen
T2y — Yz, = TY

for x > 0 och y > 0 under bivillkoret z(z,x) = 0 genom att till exempel gora

variabelbytet u = zy, v =y.
/ / / zdxdydz,
D

dir Dgesav0<z+2y<y+z2<y—22<2.

// 2P Y dxdy,
D

dar D ar den forsta kvadranten.

3. Beradkna
4. Berakna

5. Visa att ekvationen y® + cosazy = 2 i en omgivning till punkten (z,y) = (0,1)
entydigt definierar en C'-funktion y = y(z). Avgér sedan om denna funktion har
lokalt extremvarde i punkten z = 0.

) x
arctan —, 0,

6. Betrakta funktionen f(x,y) = { Y y? u#
, ¥y =0.

Visa att f #r differentierbar i origo men ej av klass C.



Losningsskisser till tentamen i TATA69 Flervariabelanalys 2013-05-31

1. De stationira punkterna fas ur f, = 322 4 62 + 4y = 0 och fz: =4z + 2y = 0. Den andra
ekvationen ger genast y = —2z, som insatt i den forsta ger 3z2 — 2z = 0, d.v.s. z = 0
eller x = 2/3, och vi far darmed tvé stationédra punkter: (0,0) och (2/3, —4/3).
Andraderivatorna blir f7 = 6x + 6, f;/y =4 och f;’y =2.

I (0,0) blir f/. =6, och den kvadratiska formen

4 1 h 6 4 h
hok)=(h k) (2 “zv =(h k
= 6h? + 8hk + 2k* = 2(k + 2h)* — 212,

som dr indefinit eftersom t.ex. Q(0,1) = 2 > 0 medan Q(—1,2) = —2 < 0, s& punkten
(0,0) ar ingen lokal extrempunkt for f.

I(2/3,—4/3) blir fI, = 10, och vi far den kvadratiska formen
Q(h, k) = 10h% + 8hk + 2k> = 2(k + 2h)? + 2h2,

som &r positivt definit eftersom Q(h, k) > 0 for alla (h, k) och Q(h,k) = 0 endast om
k+2h =0 och h =0, d.v.s. endast om (h, k) = (0,0). Saledes ar punkten (2/3,—4/3) en
lokal minimipunkt for f.

Svar: (2/3,—4/3) &r en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

: / .7 /.0 / / /. !0 / / : = :
2. Kedjeregeln ger z, = z,u, + 2,v; = yz, och z, = z,u, + 2,0, = ¥z, + z,, och inséttning

i differentialekvationen ger —yz, = xy for x > 0, y > 0, d.v.s. 2, = —u/v for u > 0,
v > 0, som integrerad ger z = —ulnv 4 g(u) = —zylny + g(zy), dir ¢ ar en C'-funktion
av en variabel. Bivillkoret ger nu 0 = z(z,z) = —z%lnz + g(z?) da = > 0, sa g(t) =
tlnvt = t(Int)/2 for t > 0, och diarmed far vi till sist z(x,y) = —zyIny + zy(Inzy)/2 =
zy(In(x/y))/2 da > 0 och y > 0. Svar: z(z,y) = (xy/2) - In(z/y).

3. Linjart variabelbyte:

u=x+2y, A, v,w) 12 0

v=y+ 2z, — > —==10 1 1|=-3, dudvdw = |-3|dxdydz = 3dxdydz,
d(z,y, 2) 1 9

w =19y — 2z, 0 -

ger nytt omrade F: 0 <u < v <w < 2, och, med upprepad integration,

///Dzdxdydz: //fv_gwwd“d;dw:;/:(/ow g/ov(vg—w)du)dv>dw
:;/0 (/0 (UQ—Uw)dv>dw:£1)/0 (—“é)dwz—;-

4. Integralen ar generaliserad men integranden &r positiv, sa variabelbyte och upprepad
integration far anvéndas. Vi far, forst med planpolirt byte och sedan med bytet ¢ = p? i
p-integralen foljt av partiell integration i ¢t-integralen,

2 —z2—y? T g 2 /2 2
//xe_z Y d:):dy—/ ple P dp-/ cos” pdp
D 0 0

e e

2 ], 12 4 |, ¥



5. Satt F(z,y) = 3> + coszy. Eftersom F € C', F(0,1) = 2 och VF(0,1) = (0,3), som har
y-komponent # 0, ger implicita funktionssatsen att ekvationen F'(z,y) = 2 i en omgivning
till punkten (z,y) = (0,1) definierar en C'-funktion y(z) med y(0) = 1. Vidare, for sma
x # 0 géller det att zy(z) &r litet och # 0 varfor cos(zy(x)) < 1 dér, och dérfor far vi att
y(x)® = 2 — cos(zy(x)) > 1 och dirmed att y(z) > 1 = y(0) for sma z # 0; saledes har
y(x) (stréngt) lokalt minimum i x = 0. Svar: Ja, lokalt minimum.

(Alternativt kan man — nir existensen av C'-funktionen y(z) &r bevisad — derivera implicit
och studera teckenvixlingen for derivatan 3/ (z) = (y(z)sinzy(x))/(3y(z)? — zsinzy(x))
i en omgivning till 2 = 0, eller motivera att y(z) ar en C*-funktion och visa att 3/(0) = 0
och y"(0) =1/3 >0.)

6. Eftersom f(z,0) = 0 for alla  och f(0,y) = 0 for alla y ser vi till att borja med att
£2(0,0) = 0 och f!(0,0) = 0.
Nér y # 0 ger vanliga deriveringsregler att f.(z,y) = y*/(z* + y*), och eftersom t.ex.

f2(0,t) =1 —1%#0= f.(0,0) da t — 0 ser vi att f, inte dr kontinuerlig i (0,0), och
dérmed #r f inte av klass C'.

Vidare, eftersom |arctant| < 7/2 for alla t far vi | f(z,y)| < 3 -7/2 (iven nir y = 0), och
dérmed ocksa | f(z,y)| < (2® +y?) - 7/2 = p* - 7/2, s&

J(h k) = 10.0) = £i0,0) - h = fy(0.0) k| _ IfK) _p2om/2_ o

1/h2%>k;2 1/h24,],€2_ p

da p — 0 (och ¢ varierar fritt), sa f ar differentierbar i origo.




	tata69-20130531
	tata69-20130531-losn

