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Inga hjélpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/11/14 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen péa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens

hemsida.
([0
D

dér D &r triangeln med hérn i (0,0), (4,1) och (2,2).

1. Berdkna

2. Bestdm alla punkter P pa kurvan z° + 3y? = 12 sadana att kurvans normallinje i

P gar genom origo.
/ / / x drdydz,
D

déngesaV4x2—|—y2—|—z2§4,xZO, y > 0och z > 0.

3. Berakna

4. Visa att ekvationen
3y? — 3yz + 22 + 2 =19

i en omgivning till punkten (z,y,2) = (1,2,—1) definierar en C'-funktion
z = z(x,y). Berdkna 2(1,2), 2,(1,2) och z(1,2), samt bestdm tangentplanet till
funktionsytan i punkten (1,2, —1).

5. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till
fla,y,2) = y* + 22 + 22° —a’y.

2 < 8 och 2z > 2 + y*. Bestim tyngdpunkens

] o
[][

6. Kroppen K ges av 2° 4+ y*> + 2
z-koordinat




Losningsskisser till tentamen i TATA69 Flervariabelanalys 2013-01-10

1. Enklast &r antagligen att gora det linjara variabelbytet

()= () G)

med funktionaldeterminanten 4 2 —1-2 = 6. Triangeln D motsvaras da i (u,v)-planet
av triangeln F med hérn i (u,v) = (0,0), (1,0) och (0, 1). Integralen blir

// —x dxdy—// ((u+2v) — (4u + 2v)) - 6 dudv
:6//E(—3u)dudv:—18/u:0 (/vlzouudv> du

1
——18/ (u—v?)du=—-18 (35— 3) = —3.
u=0

Svar: —3.

2. Lat f(z,y) = 23 + 3y>. Vi séker de punkter P = (a,b) som ligger pa nivaikurvan f = 12
och som #r sidana att gradienten Vf(a,b) = (3a? 6b) (som ju #r riktningsvektor for
normallinjen genom P) &dr parallell med vektorn fran origo till P (alltsa parallell med
vektorn (a,b)). Dessa krav ger tva villkor for vara tva obekanta a och b:

3a2 a

3 2 _ _
a’ +3b° =12 och 0= 6 b

= 3ab(a — 2).

De fem l6sningarna till detta ekvationssystem ger svaret.
Svar: (v/12,0), (0,42), (2,4+2//3).

3. Bytet (u,v,w) = (2z,y,2) ger ett nytt omrade E som definieras av u? + v% + w? < 4,
u>0,v >0, w >0, alltsd ett attondels klot. Efter byte till rymdpoldra koordinater i
(u,v,w)-rummet fas sedan omradet F' som ges av 0 <7 <2, 0<60<5,0< ¢ < 7.
Alltsa:

///Dxd:vdydz = /// U5 L dudvdw = /// rcosgbsmG)r sin 0 drdfd¢

1 24
/ /sm 9d0/ cosqﬁdqbzz-z-g-l:%.

(Man kan &ven utnyttja att [[ [, ududvdw = [[[5 w dudvdw av symmetriskil, sa far man
istdllet den aningen enklare integralen i [J [ (rcos) r?sin 0 drdfde i sista steget.)

Svar: 7/4.
4. Lat f(x,y,2) = 3y* — 3yz + 223 + 23. Eftersom f € CY(R?), f(1,2,—1) = 19 och
fi(1,2,—1) = —3-2+3(—1)2 # 0, sa definierar ekvationen f(z,y, 2z) = 19 enligt implicita

funktionssatsen en C!-funktion z = z(z,y) i en omgivning av (1,2, —1). Per definition ir
2(1,2) = —1, och eftersom f(z,y,z(x,y)) = 19 for alla (z,y) i en omgivning av (1,2) sa

ar (i denna omgivning) a% <f(a?,y, z(x, y)) =0, dvs

fe(@,y, 2(z,0) + fo((x,y, 2(x,y))) 2 (2, y) = 0,



sa att f’(l 2. 1) 6
4(1,2) =T 2,
f1(1,2,-1) -3

och pa liknande séatt /

2L 2
Tangentplanets ekvation ar ddrmed z = —1 4 2(x — 1) + 5(y — 2), dvs 2z + by — z = 13.
(Alternativt sétt att ta fram tangentplanets ekvation: anvénd direkt att normalvektorn
Vf(1,2,-1) = (6,15,—-3) = 3(2,5, —1) ger koefficienterna for =, y och z.)

Svar: Se ovan.

5.

. Stationdira punkter ges av V f(x,vy,2) = (622 — 22y, 2y — 22, 22) = (0,0,0), dvs (2,9,2) =
(0,0,0) eller (6,18,0). Den kvadratiska formen i origo #r Q(h,k,1) = 2(k? + I?), vilket
inte séiger oss nagot (eftersom @ #r positiv semidefinit); diremot antar ju f(x,0,0) = 223
savil positiva som negativa varden godtyckligt néra x = 0, vilket direkt visar att origo
inte dr nagon lokal extrempunkt.

Den kvadratiska formen i (6,18,0) ar Q(h,k,I) = 36h% + 2k% + 21?> — 24hk = 2% +
2(k — 6h)? — 36h2. Teckenvixlingen ++— visar att @ dr indefinit, t.ex. &r ju Q(1,6,0) =
0+0—36 <0och @(0,0,1) =24+040 > 0. Inte heller denna punkt &r alltsd nagon lokal
extrempunkt.

Svar: Funktionen saknar lokala extrempunkter.

. I cylinderkoordinater (p, ¢, z) beskrivs kroppen K av p?+2? < 8 och z > %pQ. Eftersom ¢
inte forekommer hér sa &r kroppen rotationssymmetrisk kring z-axeln, och man kan 1att
gora sig en bild av K genom att tdnka sig den méngd i (p, z)-planet som avgrénsas av
cirkeln p? + 22 = 8 och parabeln z = % p?, och rotera denna mingd kring z-axeln. Notera

att cirkeln och parabeln skir varandra i punkten p = z = 2, vilket man behover veta nar
man ska stélla upp grénserna for integralerna.

Om vi delar upp kroppen i cirkuldra skivor D, parallella med (x, y)-planet sa far vi

V8 2 V8
/// zdxdydz = / zarea(D,) dz = / z-2zmdz —i—/ z- (8 — %) dz,
K z=0 0 2

och motsvarande for [ [} dedydz.

Om vi istéllet rdknar med stavar parallella med z-axeln sa far vi

/8—272—y2
/// zdzxdydz = // / zdz | dzdy,
K x2+y2<22 z=(x2+y2)/2

och motsvarande for [ [} dedydz.
I bada fallen erhalls

287/3 7
(32v2—28)7/3  8V2-7

2 = (=~ 1,62).

Svar:

o
82 -7
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