Linkopings universitet Kurskod: TATAG69
Matematiska institutionen Provkod: TEN1

Tentamen i TATAG69 Flervariabelanalys

2012-08-16 k1 14-19

Inga hjélpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/11/14 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Léank till 16sningsskiss finns efter tentamen péa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

fz,y) = day — 2y — 2.

2. Bestdm de tangentplan till ytan x? + 2y* + 2% + 2zy = 24 som ér parallella med
planet z + 3y + 2z = 0.

3. Beriikna volymen av den kropp i R? som begrinsas av ytorna

z=24+2y* och 20+4+2z2=2.

4. Bestidm alla C'-16sningar z(x,y) till differentialekvationen
2wz, —yz, =y, x>0,y >0

1
under bivillkoret z(z,r) = 0 genom att t.ex. gora variabelbytet u = xy* v = —.

5. Bestdm alla C'-16sningar u(z,y, 2) respektive u(z,y) till foljande differentialekva-
tionssystem:

ul, =14 ycosxy
(a) § u, =ze” +xcoszy med bivillkoret u(0,0,0) = 0.
u, =1+ ye¥”

uy = e (1+y?)
(b) oy Y , © > 0, med bivillkoret u(1,0) = 0.
Yoo

/ / / y e I dydydz,
D

dér D ges av y > |x| och z > 0.

6. Berakna
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1. De stationira punkterna fas ur f, = 4y — 423 = 0 och f; = 4z — 4y = 0. Den andra
ckvationen ger genast y = x, som insatt i den forsta ger 4z — 42® = 0, dv.s. z = 0
eller x = £1, och vi far dérmed totalt tre stationéra punkter: (0,0), (1,1) och (-1, —1).
Andraderivatorna blir f7, = —12x2, fry =4 och f, = —4.

I (0,0) blir fi, = 0 och den kvadratiska formen

o =08 () (o) =0 02 )
= 8hk — 4k = —4(k — h)? + 4h2,

som &r indefinit eftersom t.ex. Q(1,1) =4 > 0 medan Q(0,1) = —4 < 0, s& punkten (0, 0)
ar ingen lokal extrempunkt for f.

I(1,1) och (—1,—1) blir f7 = —12, och vi far i badda punkterna den kvadratiska formen
Q(h, k) = —12h% + 8hk — 4k? = —4(k — h)? — 8h2,

som &r negativt definit eftersom Q(h,k) < 0 for alla (h, k) och Q(h,k) = 0 endast om
k—h =0 och h =0, d.v.s. endast om (h,k) = (0,0). Saledes &r punkterna (1,1) och
(—1,—1) lokala maximipunkter for f.

Svar: (1,1) och (—1,—1) ar lokala maximipunkter. Lokala minimipunkter saknas.

2. Sitt F(x,y,2) = 22 + 29> + 22 + 2xy; da dr den givna ytan nivaytan F(z,y,z) = 24.
Tangentplanet till denna yta i en punkt (a,b,c) pa ytan ar parallellt med det givna
planet, x + 3y + z = 0, precis da VF(a,b,¢) || (1,3,1) och F(a,b,c) = 24, d.v.s. precis
da (2a + 2b,2a + 4b,2¢) || (1,3,1) och a® + 2b* 4+ ¢® + 2ab = 24. Det forsta villkoret
ger 6a + 6b = 2a + 4b = 6¢, d.v.s. b = —2a och ¢ = —a, som insatt i det andra ger
6a? = 24, d.v.s. @ = 2, och dérmed tangeringspunkterna (2, —4, —2) och (—2,4,2), med
tangentplanen x + 3y + z = —12 respektive x + 3y + z = 12.

Svar: Planen dr x + 3y + 2 = 12 och x 4+ 3y + z = —12.

3. Ytorna skér varandra lings kurvan 22 + 2% = 2 — 2z, z = 2 — 2z, vars projektion pa zy-
planet &r ellipsen (z+ 1)2 +2y? = 3. Den givna kroppen D har projektionen Di zy-planet
som ges av (x + 1)2 + 242 < 3, si med stavar i z-led far vi, med linjért byte v = z + 1,
v = V2y och ny méngd F : u? +v? < 3 och dudv = V2dzdy, f6ljt av planpolirt byte
u=pcosy, v=psiny med ny mingd F: 0 < p <3, 0< ¢ < 271 och dudv = pdpde,

Ve ] (20— s 2) dety= [[ (3wt -t
V3

_\}i /0\/5 </02”(3_p2)pd<p> dp = \2/7; [f'_(_p?;h = 29\7/%

2

4. Kedjeregeln ger 2, = zjul, + 21}, = y°2, och z}, = z,u) + zv), = 2xyz, — 2,/y°, och
inséttning i differentialekvationen ger 2/ /y* = 1 for z > 0,y > 0, d.v.s. 2/, = y* = 1/v% for
u > 0, v > 0, som integrerad ger z = —1/v+ g(u) = —y + g(zy?), déir g dr en C'-funktion
av en variabel. Bivillkoret ger nu 0 = z(x,z) = —x 4 g(2%) da = > 0, sa g(t) = V/t for

t > 0, och dérmed far vi till sist z(z,y) = —y + v/2y? da z > 0 och y > 0.

Svar: z(z,y) = Vaoy? —y.



5. (a) Integration av ekvation 1 m.a.p. x ger u = z+sinxy+g(y, z), som deriverat m.a.p. y
och insatt i ekvation 2 ger g, (y, z) = ze¥*, d.v.s. g(y, z) = €”* + h(z). Derivering av u

m.a.p. z och inséttning i ekvation 3 ger nu h'(2) = 1, d.v.s. h(z) = z + C. Villkoret
1(0,0,0) = 0 ger slutligen C' = —1. Svar: u(z,y,z) =x +sinzy + e¥* + z — 1.

(b) Integration av ekvation 2 m.a.p. y ger u = erxQ /2x + g(x), som deriverat m.a.p. x
och insatt i ekvation 1 ger ¢'(z) = er(l + 2 /222), vilket r en motsigelse eftersom
hogerledet i denna likhet &ven beror pa . Svar: Losning saknas.

6. Integralen dr generaliserad men integranden &r positiv (eftersom y > |z| > 01 D), sa
variabelbyte och upprepad integration far anvéndas.

Linjért byte u = z, v = V3y, w = 2z med |d(u, v, w)/d(z,y, z)| = 2v/3 och nytt omra-
de £ : v > \/§|u\, w > 0, f6ljt av rymdpolért byte u = rsinfcosp, v = rsinfsin @,
w =rcosf, med granser F': 0 <r <oo, 0<0<7/2 7/3<p<271/3, ger

(z 243y +4z (u 2 1024w )2 dudvdw
ye d;cdydz = ///
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