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Tentamen i Flervariabelanalys TATA69
2012-05-29 kl 14-19

Inga hjilpmedel tillaitna (inte heller minirdknare).

8/11/14 posng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Normallinjen genom (1,2) till kurvan 222 — y® +2 = 0 skiir kurvan i ytterligare en

punkt. Vilken?
f f Y Y dady,
pTty

dir Dgesavli<z+y<2z—y <2

2. Berdkna

3. Bestim samtliga lokala maximi- och minimipunkter till
flz,y,2) =222 + 92 + 22 — 2%y
4. Bestém alla C*-losningar z{(z,¥) till differentialekvationen
Ty, — Y2y, + 2y = 23Y
for z > 0, y > 0 genom att till exempel gora variabelbytet v = zy, v =y.

1
5. Det homogena stympade klotet K ges av 22 + % + 2* < 1 och 2 > 3 Berikna
tyngdpunktens z-koordinat

- [ z dudydz
’ [ff; 1dzdydz

6. Visa att ckvationssystemet

z+e¥+lnz=c¢
e +ny+z=2

i en omgivning av punkten (z,y,z) = (0,1, 1) definierar C'-funktioner y(z), z(z).
Avgédr dessutom for var och en av dessa funktioner huruvida de har lokalt extrem-
virde i ¢ =0,




Losningsskisser till tentamen i TATA69 Flervariabelanalys 2012-05-29

1. Kurvan kan skrivas som nivikurvan F(z,y) = 22 — y* + 2 = 0. Normallinjen till kurvan
i punkten (1,2) har riktningsvektor v || VF(1,2) = (4,—4), sa vi kan ta v = (1,—1).
Normallinjen ges darfor av

(r,y) = (1,2) + (1, 1) = (1+4,2—1), teR,

och den skér kurvan precis dar 0 = F(1+¢,2—1t) = t?+8t <t =0 eller t = —8, som ger
punkterna (1,2) — som ju &ar startpunkten — respektive (—7,10). Svar: (—7,10).

2. Linjart byte u = x + y, v = 2x — y ger d(u,v)/d(z,y) = —3, s dzdy = dudv/3, och det
nya omradet ges av 1 < u < v < 2. Eftersom x — y = (2v — u)/3 far vi darfor

T —y 1 [? 2o —u 1/2 4 2
dxdy = - dv ) du = — ——2]du=-(2In2-1).
//wa” 9/1</ u ”)“91u =gzl

3. Stationiira punkter for f fis ur ekvationssystemet f, = 4z — 2zy = 0, f{/ =2y —a? =0,

f. =22 =0. Den tredje ekvationen ger genast z = 0, och inséttning av 2y = 22 fran den
andra i den forsta ger 4z — 2 = 0, alltsd = = 0 eller = +2. Vi far saledes totalt tre
stationédra punkter: (0,0,0), (2,2,0) och (—2,2,0).

Andraderivatorna blir fy, =4 — 2y, f, = =2z, f,, =0, fy, =2, f,. =0, fI, =2.

I punkten (0,0,0) &r f,, =4 och f;}, =0, si vi far den kvadratiska formen

" " "
zT Ty Tz h

400
Qhk,l)y=(h k )| fly fi, fr|=(h & 1)[0 2 0] k]| =4h+2k*+20°,
00 2/ \I

foo fye fe
som &ar positivt definit: Q(h,k,l) > 0 for alla (h,k,l), och Q(h,k,l) = 0 endast om
(h,k,1) = (0,0,0). Alltsa ar punkten (z,y,z) = (0,0,0) en lokal minimipunkt for f.
I punkten (2,2,0) blir i stéllet f,, =0 och fy, = —4, och dér blir Q(h, k, 1) = 2k +21* —
8hk = 2 ((k — 2h)? — 4h® +1?), som &r indefinit: exempelvis &r Q(0,1,0) = 2 > 0 medan
Q(1,2,0) = —8 < 0. Punkten (z,y, z) = (2,2,0) &r alltsa ingen lokal extrempunkt for f.
I punkten (—2,2,0), slutligen, &r f., = 0 och f;’y = 4, och dar blir den kvadratiska formen
Q(h, k,1) = 2k* + 21> + 8hk = 2 ((k + 2h)* — 4h® + [*), som ocksa &r indefinit.

Svar: (0,0,0) ar en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

4. Kedjeregeln ger 2z, = 2lul + 2,v, = yzl, och Z?; = z;u; + z;v; = z2), + 2. Vidare,
"o N o NG 2 "o N AV N
Ryx — (Z:z:>3: - (yzu)x - y(zu)m =Y 2y och Zmy - (Zx)y - (yzu)y = 2y + y(zu)y -

2 4 y(xzll, + 22,). Insittning i differentialekvationen ger —y?z/) = 22y, och eftersom

x> 0ochy >0 far vi 2/, = —2z/y = —2u/v’. Integration ger forst 2/, = 2u/v + g(u)
och sedan z = u?/v + G(u) + H(v) = 2%y + G(zy) + H(y), dir G och H ar C:-funktioner
av en variabel. Svar: z(x,y) = 2%y + G(zy) + H(y).



5. Skivorna K, pa fixa z-nivaer ar cirkelskivor med radie /1 — 22, s&

1 1 1
2
// drdydz = / <// da:dy) dz = / area(K,)dz = / (1 —2%)dz = —87T,
K 1/3 P 1/3 1/3 81

och, analogt,
! 16
/// zdxdydz = / m(z — 23)dz = —,
K 1/3 81

sé zp = (167/81)/(287/81) = 4/7. Svar: zp = 4/7.

6. Satt F(z,y,2) = x + €’ +Inz och G(z,y,z) = €* + Iny + 2z; d& utgdrs 16sningarna till
ekvationssystemet av skdrningskurvan mellan nivaytorna F' = e och G = 2. Vi far

1 1 1 € 1
VF x VG = <1,ey,> X <ex,,1> = <ey—,e—1,—6xey>,
z Yy yz' z Yy

vars z-komponent i punkten (0,1,1) &r e — 1 # 0. Eftersom F(0,1,1) = e, G(0,1,1) =2
och F och G &r C!-funktioner, ger implicita funktionssatsen dérfor att ekvationssystemet
F = e, G = 2 i nagon omgivning till (0,1,1) definierar C'-funktioner y(z) och z(z).
Implicit derivering med avseende pé z néra x = 0 ger sedan, i matrisform,

e 1/z\ (Y(z)\ (-1 . y'(z)\ 1 1 —1/z -1

/y 1 Z(x))  \—€" Z(x)) ey —1/yz \-1/y € —e” )
Eftersom y(0) = 1 och z(0) = 1 far vi speciellt att y'(0) = 0 och 2/(0) = —1, s z(z) har
inte lokalt extremvérde i x = 0 medan y(x) eventuellt har det. Fran uttrycket ovan ser vi

att funktionerna y(z) och z(x) till och med &r C? eftersom hogerledet dér ar C', och vi
kan darfor derivera en gang till:

d <e‘”/z—1>_e:’“"/z—emz'/z2 (e*/z —1)-nagot 2

_d _ - >0daz=0,
dx \ eV —1/yz ot

y'(@) eV —1/yz (e¥ —1/yz)? e—1

s& y(x) har lokalt minimum i z = 0.
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