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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/11/14 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 méjliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestdm alla C'-16sningar z(x,%) till differentialekvationen xyz! — z, = 2%e¥” for
x > 0 under randvillkoret z(x,0) = " genom att till exempel gora variabelbytet
u = xzeyg, v=y.

2. Bestdm alla plan som tangerar ytan 2* + y* — 22 = 1 och ér parallella med planet
2r+y+z2=1.

3. Berakna

//D ((z —1)* + 2¢*) dady,

dir D ges av 2 4 2z + 2y < 3.

4. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

2
f(@,y,2) = * + 2" = 2wy + 2yz + 2%

///D(:U —y) dxdydz,

dir DgesavO0<z+y<y+z<zr—32<1.

5. Berakna

6. (a) Definiera vad som menas med att en funktion f : R*> — R ir differentierbar
i(a,b).

(b) Visa att om f : R* — R #r differentierbar i (a,b) sa dr f partiellt deriverbar
dar.

(¢) Avgor om funktionen

f(xay): $2+2y2

ar differentierbar i origo.
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1. Kedjeregeln ger z; = z,u, + 2,0, = 2ze’ z, och 2z, = zu, + 20, = 22°ye’ z, + 2,

och insattning i differentialekvationen ger 7122) =u, d.vs. z, = i)uy, som integrerad ger
z=—ww+g(u) = -2y eV’ + g(:chyQ), dér g &r en C'-funktion av en variabel. Bivillkoret
ger nu e = 2(z,0) = g(2®) da = > 0, sa g(t) = ! for t > 0, och dérmed far vi till sist
2(z,y) = -2y eV + exp(:z2ey2) da z > 0. Svar: z(z,y) = —z%y eV + exp(xQeyQ).

. Sitt F(x,y, z) = 2 +y*— 2% da &r den givna ytan nivaytan F(z,y, z) = 1. Tangentplanet
till denna yta i en punkt (a,b,c) pa ytan ar parallellt med planet 2x + y + z = 1 precis
da VF(a,b,c) || (2,1,1) och F(a,b,c) = 1, d.v.s. precis da (4a®,2b, —2¢) || (2,1,1) och
a* + b2 — 2 = 1. Det forsta villkoret ger a® = b = —¢, som sedan insatt i det andra ger
a* =1, d.v.s. a = £1, och dérmed tangeringspunkterna (1,1, —1) och (—1,—1,1), med
de respektive tangentplanen 2x + y + z = +2.

Svar: Planen ar 2x +y+ 2 =2och 2z +y + z = —2.

. D kan skrivas (x + 1)? 4+ 2% < 4. Linjért byte u = z 4+ 1, v = v2y med ny mingd E :
u? +v? < 4, d(u,v)/d(z,y) = V2 och dirmed dzdy = dudv/v/2, foljt av planpolirt byte
u = pcosp, v =psine med ny mingd F': 0 < p <2,0 < ¢ <27 och dudv = pdpde,

ger
//D (fz =14 207) dody = //E ((u =2 +0%) d\u/? - //F(p2 —4dpcosp + 4)/)6%%0

2

= \}5/02 (/Ogﬂ(p2—4pcosso+4)dso> pdp = \2/7; [@214)10 =12v2r

. Stationiira punkter fas ur ekvationssystemet f, = 2x — 2y = 0, f; =4y —2x+22 =0,
L= 2y+ 222 = 0. De tva forsta ger # = y = —z, som insatt i den tredje ger 222 —2z = 0,
d.v.s. z=0eller z =1, och dérmed &r de stationdra punkterna (0,0,0) och (—1,—1,1).
Andraderivatorna blir fl = 2, fé’y = -2, f =0, f?:'y =4, f;’z =2och fI, =4z

I punkten (0,0, 0) blir f7, =0, och dir blir den kvadratiska formen

fa,:/x f;ly fg,c/z 2 -2 0 h
Q= k ) o = ok -2 4 2|k
v 0 2 o)\

= 2h% + 4k? — 4hk + 4kl = 2 ((h — k)* + (k +1)? - 1?),
som &r indefinit eftersom t.ex. @(1,0,0) = 2 > 0 och Q(1,1,—1) = —2 < 0, och den

stationdra punkten (0,0,0) &r saledes ingen lokal extrempunkt.

I punkten (—1,—1,1) blir f, = 4, och dir blir den kvadratiska formen
Q(h, k1) = 2h* + 4k* — dhk + 4kl + 4 =2 (h — k)* + (k + 1)* + 1?)

sa Q(h,k,l) > 0 for alla (h, k,l), och Q(h,k,l) =0 endast om h —k =0, k+1 = 0 och
[ =0, d.v.s. endast om (h, k,1) = (0,0,0). @ ar ddrmed positivt definit, och den stationéra
punkten (—1,—1,1) &r siledes en lokal minimipunkt.

Svar: (—1,—1,1) ar en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.



D.

6.

Linjart byteu =x+y, v=y+2z,w=x—3zgernymingd F: 0 <u<v<w<l,
d(u,v,w)/d(x,y,z) = —2 och ddrmed dzdydz = dudvdw/2. Med exempelvis skivor E,, =
{(u,v): 0 <u<wv<w} for 0 <w <1 far vi, eftersom z — y = 2u — 3v — w, att

I:///D(x—y)dxdydz:;/ol <//w(2u—3v—w)dudv>dw:;/Olf(w)dw,

I(w):/ow </0v(2u—3v—w)du> dv:/ow(—%?—vw)dv:jf,

varfor slutligen
1 [ Twd 7
I=_ —— Jdw = ——.
2 /O ( 6 ) T

(a) Se kursboken, Definition 2 i kapitel 2.2 (fallet n = 2).

(b) Se kursboken, Sats 2 i kapitel 2.2 (fallet n = 2).

(c) Eftersom (f(h,0)—f(0,0))/h =2+h —2dah — 0och (f(0,k)—f(0,0))/k=1—1
da k — 0 ser vi att f1(0,0) = 2 och f;(O, 0) = 1. Om f ar differentierbar i origo géller
alltsa att R(h, k) = (f(h, k) — £(0,0) — 2k — k)/(h? + k*)/2 = 0 da (h, k) — (0,0).
Men

da

R(h.k) = f(h,k)— f(0,0) —2h —k _ h*—4hk* — h%k
’ Vh2 + k2 (h2 + 2k2)Vh2 + k2’
sa t.ex. R(h, h) = (h®=5h)/(3V2|h|) — F5/(3v/2) da h — 0%, och dérmed existerar
inte ens lim, 1) (0,0) R(7, k). Svar: f ar inte differentierbar i origo.
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