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Tentamen i1 Flervariabelanalys TATAG69
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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/11/14 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens

hemsida.
/ / dxdy
p2r—y+1

dir Dgesav 1l <z +2y <2r—y <2

1. Berdkna

2. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

flz,y,2) = oy + 2%z — 2> —y — 2°.

/// xz dxdydz,
D

dir D ges av 2® +9* +42° <2, 2 >0, z > 0.

3. Berakna

4. Finn den funktion z(x,y) som léser den partiella differentialekvationen

r?zl — yQZ?; =3/, for z > 0, y > 0,

och uppfyller villkoret z(z,z) = 1/x for alla x > 0, genom att till exempel gora

variabelbytet u = 1/z + 1/y, v = y.

5. Undersok gransvardet
y 23 1y
im ——
(2.9)—=(00) (2% + y?)
for alla reella varden pa a.

6. Visa att ekvationerna

3xr+azty+el+ 22+ =2,
bx +xy+yz+e’+2sinz=1,

i en omgivning av (0,0,0) definierar C'-funktioner x(z) och y(z). Berikna z’(0)
och 4/(0).
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1. Ett lampligt variabelbyte ar v = x + 2y, v = 2z — y. Funktionaldeterminanten blir

1 1
d(u,v)/d(z,y) = —5 och integralen blir 1 gdudv efter variabelbytet, dér
gV
det nya omradet E ges av 1 < v < v < 2. Triangeln £ har tvarsnitt 1 < u < wv

parallella med u-axeln for 1 < v < 2. Itererad integration ger nu
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2. De tre partiella derivatorna ar f, = y + 2xz — 22, f, = v — 1 och f] = z? — 2z.
Ekvationerna f, = 0, f. = 0 och f, = 0 ger i tur och ordning 2 = 1, z = 1/2 och
y = 1. I denna stationéra punkt (1,1,1/2) har vi andraderivator f =2z—2 = —1,
foy =0, fl. = =2, f), =1, fi. = 2x = 2 och f,, = 0. Kvadratkomplettering av
den kvadratiska formen ger

Q = —h* =20 +4+2hk+4hl = —(h—k—20)*+k*+20*+4kl = —(h—k—21)*+(k+21)*—20°.

Tecknen — + — visar att () &r indefinit och den stationdra punkten ar saledes ingen
maximi- eller minimipunkt. Inga sadana punkter finns alltsa.

3. Vi gor forst det linjara variabelbytet u = x, v = y, w = 2z. Funktionaldeterminan-
ten blir d(u, v, w)/d(z,y,z) = 2 och integralen blir

/// ugldudvdw
g 22

efter variabelbytet, dar det nya omradet E ges av u? P4 w? < 2,u>0,w>0.
Sedan gor vi rymdpolart variabelbyte u = rsin 6 cos ¢, v = rsinfsin ¢, w = r cos 8,
dér vi fran ekvationerna for E utldser grinserna 0 < r < \/57 0 <6< 7/2,
—7/2 < ¢ < m/2. Variabelbyte ger integralen

i ///(r sin @ cos ¢)(r cos 6) (r* sin Odrdfde)

1 V2 w/2 w/2 2./2
= —/ 7’4dr/ sin? 0 cos 0d6 cospdp = ... = —\/_
4 0 0 —7/2 15
4. Kedjeregeln ger z, = —z7 %z, + 0 och 2, = —y?z, + 2. I nya koordinater blir
ekvationen dirfor —z/, — (—z, +4°z)) = 4 /x, det vill siiga 2, = —y/ox = 1 — uw,

eftersom uv = y/z + 1. Integration med avseende pa v ger allmén 16sning

z=v—yu’+ f(u) =y —3(1/z+1/y)y* + f(1/z +1/y),
dér f(t) &r en godtycklig deriverbar funktion. Villkoret z(x,z) = 1/x bestdmmer
f.Vifar 1/ = z(z,z) = v — x + f(2/x), och ddrmed f(t) = ¢/2. Den sokta
funktionen blir
2zy) =y +5(1—y*) 1/ +1/y).



5. Genom att undersoka grinsviarden ldngs kurvor in mot origo, tar vi forst fram en
kandidat till tvavariabelgransvardet. Forst gransvardet langs xz-axeln. Da y = 0 far
vi

0, <3/2,

z®+0 3-2a i / +

m:(ﬂ — 1, a:3/2, r— 0.
00, a>3/2,

Tvavariabelgransvirdet existerar salunda inte (dndligt) om a > 3/2. Betrakta sedan
grinsvirdet lings linjen y = x i fallet a = 3/2. Vi far har (2 + 2%) /(2% + 22)3/? =
1/vV2 —1/v2 da z — 0%. Da 1 # 1/v/2 existerar inte heller tvivariabelgrinsvér-
det d& a = 3/2. Antag nu a < 3/2, dir enligt ovan den enda mdojliga kandidaten
till tvavariabelgransvidet ar 0. Med poléara koordinater har vi uppskattningen

3 cos® 0 + r3sin® 0

P 0| = 7372% cos® O + sin® O] < 20372
,

3—2a

for alla . Da lim r = 0 nér a < 3/2, drar vi av instdngningsregeln slut-

r—0+
satsen att tvavariabelgransvirdet existerar och &r lika med kandidaten 0. Alltsa,

gransvérdet existerar om och endast om a < 3/2 och ar da 0.

6. Beteckna med f, g vénsterleden i ekvationerna, sa att dessa ar f = 2, g = 1.
Vi berdknar forst gradienterna Vf = (3 + 2,1 + e, + 22+ ¢€*) = (3,2,1) och
Vg=0b+y,x+2z+e"y+2cosz) = (5,1,2). Dessa dr ar normalvektorer till
ytorna f = 2 och g = 1. En tangentvektor till skdrningskurvan ar

3 5 3
VixVg=|2|x[1]=]-1
1 2 —7

Da denna vektors z-komponent dr —7 # 0, foljer av implicita funktionssatsen att
f =2, g = 1 definierar C'-funktioner x(z) och y(z) kring (0,0,0). Derivatorna
uldses till 2/(0) = 3/(=7) = =3/7 och y/(0) = (-=1)/(-7) = 1/7.
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