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Inga hjdlpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/11/14 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter till
f(z,y) = 2* + 32y* — 152 +y* — 15y.
2. Finn den funktion z(x,y) som lser den partiella differentialekvationen

r—+y—=1 forx >0,y > 1,

och uppfyller randvillkoret z(z,1) = Inx for alla x > 0, genom att till exempel
gora variabelbytet u = 1/z +Iny, v = 1/y.

3. Berédkna trippelintegralen / / / (14 zz) dxdydz, dar
D

D={(z,y,2) eR*: 2 +y* + 2 <4, 2> 0,y <0, 2 < 0}.

4. Berdkna // ze” % dxdy, dir D dr triangeln med horn i (0,0), (2,1) och (1,3).
D

5. Finn de punkter pa ytan
22 =2 +y* + 3zy + 2,
i vilka ytans tangentplan innehaller (17,0, 2) och &r parallellt med z-axeln.

6. Lat d(z,y) beteckna det kortaste avstandet fran punkten (x,y) till kvadraten

{(z,y) eR*: [z <1, [y| < 1}.

// e~ @) drdy.
RZ
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1. De stationira punkterna finnes som losningar till 3z% + 3y? = 15, 6zy + 3y* =
15. Ekvationssystemet loses t ex genom subtraktion av ekvationerna, vilket ger
z(z — 2y) = 0 efter faktorisering. Falluppdelning, = = 0 och x = 2y, leder till de
fyra losningarna (0,v/'5), (0, —V/5), (2,1) och (=2, —1).

Andraderivatorna blir f;, = 6x, f;, = 6y och f; = 6z + 6y. De kvadratiska
formerna i de fyra punkterna blir:

Qo.v5) (h, k) = 042 6v5hk + 6V5k* = 6V5(k + h)* — 6V/5h,
Qo5 (B, k) =0 =2 6V5hk — 6VBk* = —6v/5(k + h)? + 6V5h,
Qe (h k) = 12h% +2 - 6hk + 18k* = 12(h + k/2)* + 15k7,
Q-2,-1)(h, k) = —12h* — 2- 6hk — 18k* = —12(h + k/2)* — 15k>.

Formerna &r indefinit, indefinit, positivt definit respektive negativt definit. Funk-
tionen har alltsa ett lokalt min i (2,1) och ett lokalt max i (—2,—1).

2. Kedjeregeln ger 2/, = —x 22/, och 2, = y 'zl —y 22 Detta insatt ger ekvationen
—y 12 = 1,dvs 2/ = —1/v i de nya variablerna. Den allméinna l6sningen #r
z = —Inv+ f(u), dér f &r en godtycklig envariabelfunktion. I de gamla variablerna

ar losningen z(x,y) = Iny + f(1/x 4+ Iny). Randvilkoret ger f(1/x) = Inx, dvs f
ar funktionen f(t) = —Int. Losningen blir z(z,y) = Iny — In(1/z + Iny).

3. Rymdpoléra koordinater anvénds sjélvfallet da D &r en attondel av klotet med radie
2 och centrum i origo. I sadana koordinater, séger forsta ekvationen 0 < r < 2,
sista ekvationen 7/2 < € < m, och andra och tredje tillsammans —7/2 < ¢ < 0,
vilket definierar det nya omradet E. Da ett attondels klot med radie 2 har volym
47 /3, récker det att berékna integralen av termen xz. Variabelbytesformeln ger

/// rzdrdydz = /// (7 sin 6 cos @) (r cos 0)r? sin O drdfdy
P 2 g T 0
= (/ rt dr) (/ sin? 90089d9> </ cosgodgo)
0 w/2 —7/2

= Z[Lsin’ 0]7 j2[sin gp]gW/Q —

_32
15°

Den sokta integralen &r saledes 47 /3 — 32/15.

4. Vi anvander kantvektorerna (2,1) och (1, 3) féstade i hérnet (0,0), och finner det
lampligt att gora variabelbytet (z,y) = (0,0) + u(2,1) + v(1,3), dvs z = 2u + v,
y = u + 3v. Hornen (0,0), (2,1) och (1,3) i zy-planet ses motsvara punkterna
(0,0), (1,0) och (0,1) i uv-planet. Det nya omradet E i uv-planet blir alltsa tri-
angeln med dessa horn. Uttryckt med olikheter ges £ av u +v < 1, u > 0,v > 0.

Variabelbytesformeln ger integralen
1 1—-v
dudv = 5/ (/ (2u + v)du> e dv
0 0

// (2u + 0)e2uH0)=2w+30) | qo <2 1)
: 13

) 1
— 2/ [(2u +v)?], e dv = 5/ (1 —v)e™dv = (4+¢)/5.
o 0




5. Sitt f(x,y,2) = 2* +y* 4+ 3xy — 2°. T en punkt (a, b, c) pa ytan dr en normalvektor
till tangentplanet
Vf(a,b,c) = (2a + 3b,2b + 3a, —2c).

Tangentplanet ar parallellt med z-axeln om och endast om 2a + 3b = 0. Tangent-
planet innehaller (17,0,2) om och endast om (2a + 3b, 2b + 3a, —2¢) - ((17,0,2) —
(a,b, c)) = 0. Vi far ekvationssystemet

2a + 3b =0,
—(2b+ 3a)b — 2¢(2 — ¢) = 0,
a® +b* +3ab — ¢ = —2.

Andra plus 2 ganger sista ger 2a* + 3ab — 4c = —4. Detta och forsta ger ¢ = 1.

Forsta i sista ger nu —5b%/4 = —1. De s6kta punkterna blir (—3/v/5,2/+/5,1) och
(3/v/5,—2//5,1).

6. Vi noterar att integranden ar positiv, vilket motiverar nedanstaende réakningar. De
fyra linjerna « = +1 och y = £1 delar planet i nio omraden. Stycka upp integralen
som en summa av de nio integralerna 6ver dessa omraden.

I omradet |z| < 1, |y| < 1 &r d(z,y) = 0, och integralen blir 2-2 - € = 4.

oo 1
Lomradet |y| < 1,z > 1 4rd(z,y) = v—1, och integralen blir/ (/ dy) e~ Tdr =
1 —

2/ e tdt = 2.
0

I omradet = > 1, y > 1 dr d(z,y) = \/(z — 1)2 + (y — 1)2, och med variabelbytet
x =14 pcosp, y =1+ psinp blir integralen

00 /2 00
// eV E PR gy — / / do | e pdp = E/ pePdp = 1/2.
z,y>1 0 0 2 0

Symmetri ger nu att den sokta integralen ar 4 +4-2+4-7/2 =12 + 27.
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