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1 Bakgrund

Detta dokument dr en liten sammanfattning av en del grundldggande begrepp i linjar algebra. Fokus &r
pa tva och tre dimensioner, &ven om de flesta resultaten (kryssprodukten undantagen) generaliserar till
flera dimensioner naturligt. Innehallet hir &r inte pa nagot sétt fullstdndigt, och sidkerligen har en hel del
fel smugit sig in i det hela, sa ldsaren uppmanas att vara pa sin vakt. Kritik, kommentarer och rittelser
mottages tacksamt i form av e-post eller dylikt. Dokumentet &r i hogsta grad "levande” och uppdateras sa
fort jag kommer pa nagot.

*jothi@mai.liu.se



2 Matriser

Matris: En matris A = (a;j)1<i<m,1<j<n har m rader och n kolonner (dvs mn element, ¢ beskriver raden
och j kolonnen). Matriser skrivs ofta som, t ex,

0 1 0 1
A= [2 3} eller (2 3>.

Diagonal: Diagonalen i matrisen dr diagonalen fran évre vanstra hornet till nedre hogra hornet. Se diago-
nalmatris.

Matrisaddition: Addition sker termvis:
a b L (e f\ _ fa+e b+ f
c d g h) \c+g d+h)"
Multiplikation med skalir: Aven detta sker termvis:
NG b\ _[Aa b
c dJ \ )X M)

Matrismultiplikation: For att produkten AB av tva matriser A och B skall vara definierad maste antalet
kolonner i A vara lika med antalet rader i B. Dimensionen fér AB blir lika manga rader som A och lika
manga kolonner som i B. For att rikna ut elementet pa rad ¢ och kolonn j i produkten AB s& multiplicerar
vi "termvis” rad i i A med kolonn j i B:

a1 by + aipboj + - Ainbmj.

Kommuterar: Tva matriser A och B sigs kommutera om AB = BA. Detta giller inte i allménhet, &ven
om bada produkterna skulle vara definierade.

Matrisregler: Foljande géller da uttrycken &dr definierade:

A+B=B+A

A(BC) = (AB)C.

(M)B = A(AB) = A(AB).

A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC.
AMA™ = A™T™ om m, n dr icke-negativa heltal.
(A™)™ = A™™ om m,n #r icke-negativa heltal.

A

Transponat: “Byter plats” pa rader och kolonner i en matris. Matrisen A’s transponat skrivs AT (eller A?).
Om B = AT sa ar bij = aj;. Regler:

1. (A+B)T = AT + BT
2. (AB)T = BT AT

3. AT = \AT.

4. (AT)YT = A



2.1 Speciella matriser

Diagonalmatris: En diagonalmatris &r en matris som bara har element pa diagonalen:

d 0 0 --- 0
0 do 0 -+ 0
0 0 d3 -~ 0
S0 .o
0O 0 0 - d,
Enhetsmatris: Enhetsmatrisen FE ar diagonalmatrisen med dy =dy =--- =d,, = 1.

Symmetrisk matris: En symmetrisk matris A ar sddan att AT = A. Dvs matrisen #r symmetrisk kring
diagonalen.

Invers: Inversen till matrisen A, om den existerar, #r en matris A~! sddan att AA™! = A71A = E.
Observera dven att det récker att kontrollera ”en riktning”: om A och B dr kvadratiska matriser (samma
dimensioner) sa #ir AB = E om och endast om BA = FE (ej uppenbart).

Ortogonalmatris, ON-matris: En ON-matris A &r en matris dir kolonnerna utgoér en ON-bas, dvs da
kolonnerna dr parvis ortogonala och normerade. Matrisen A #ir en ON-matris om och endast om A~ = AT,

3 Vektorer

Punkt: En punkt ir en specifik plats i rummet (eller planet) som beskrivs av sina koordinater: P = (a, b, c).

Vektor: En vektor har en ldngd och en riktning. Placering spelar ingen roll. Vektorn beskrivs ofta av en
koordinatvektor (matris): [u; wug ... u,]T.

Vektor mellan punkter: Om P; = (aq, b1, ¢1) och Py = (ag, b, ¢3) dr punkter sa ges vektorn Py P fran Py
till Py av

ag — aq
E—
P1P2:P2—P1: bg*bl
Cy — C1

Ortsvektor: Varje punkt P definierar en ortsvektor OP fran origo (punkten O = (0,0,0)) till punkten P.
—
Koordinatvektorn for OP &r alltsa bara punktens koordinater.

Langd: Lingden pa en vektor @ betecknas med || och berdknas som

il = /e + g+

Parallella: Tva vektorer @ and v &r parallella om det finns en konstant A sa att o = \v.

Normering: Nir man normerar en vektor @ hittar man en parallell vektor ¥ som har langd ett. Oftast gors
detta genom kalkylen v = (1/|u|)a.

Enhetsvektor: En enhetsvektor éir en vektor som har lingden ett (en normerad vektor).



3.1 Maingder av vektorer

Linjiarkombination: Om o1, ¥o, ..., 7, ir vektorer och A1, Ag, ..., A, ar konstanter, sa kallas
A101 + A202 + -+ Ap Uy
en linjirkombination (av dessa vektorer).

Spianner upp: En méngd {01, 0s,...,0,} av vektorer ségs spidnna upp en (linjir) mingd (ett plan eller ett
rum t ex) om alla vektorer i denna méngd ar linjirkombinationer av v;, i = 1,2,...,n.

Linjért beroende: Mingden {01, 0a, ..., Uy} &r linjirt oberoende om och endast om
A101 + AUy + - A0y, =0
enbart for Ay = g =--- =\, =0.

e Tva vektorer ar linjiart beroende om och endast om de ér parallella.

e Tre vektorer ér linjéirt beroende om och endast om de ligger i samma plan eller pa samma linje (alla
tre parallella).

e Fler vektorer &n dimensionen pa rummet &r alltid linjart beroende (tre vektorer i planet, fyra i “vanliga”
rummet).

Orientering: En vektortrippel (@,,w) (tre vektorer i en viss ordning) kallas for ett positivt orienterat
system om den minsta vridningen som fér 6ver 4 pa v sker moturs sett fran spetsen pa w.

Bas: En bas dr en méingd linjirt oberoende vektorer som spénner upp rummet (eller planet). I rummet
behovs tre vektorer och i planet tva stycken.

Dimension: Dimensionen for ett vektorrum &r antalet vektorer som finns i en bas for detta rum. T ex &r
dimensionen for ett plan tva och for det vanliga "rummet” tre.

ON-bas: I en ON-bas ér basvektorerna parvis ortogonala och normerade (har lingd ett):

€l Ea=¢ 3=y -e3=0

le1] = |ea| = |es| = 1.

. _ T . .o _
Vektor, koordinater: En vektor @ = [ul Us U3] tolkas som koordinater i nagon bas {e1, s, €3 }:

U= ulél + ’LLQéQ + Ugég.
3.2 Funktioner av vektorer

Skaldrprodukt: Skaldrprodukten @ - v av tva vektorer @ och v definieras av

- v = |u||v] cos a,

dér « &r vinkeln mellan @ och v. Skaldrprodukten &r ett tal (en konstant). Om vektorerna #r givna i en
ON-bas sa kan produkten berdknas som

UV =uUv] + UV2 + - - UpVUp,
. T _ T
daru:[ul Uy -+ un] ochv:[vl Vg e vn].
Regler
l.u-v=7v-u



3. (\a) - 0= \a- D)
4. lu| = Vau - a.
5. 4 -0 =1ulv (vanlig matrismultiplikation).

Ortogonala vektorer: Tva vektorer @ och v kallas ortogonala om u - v = 0. Ténk vinkelréta.

(ortogonal)Projektion: Projektionen av en vektor @ pa en vektor ¥ &r en tredje vektor w parallell
med v: w = \v, dér

1]

u -

]
1]

A= — —

-0 |v

[\v]

Observera att @ — w &r ortogonal mot v. Ibland skriver man att man delar upp @ i @ = 4, + 4., dér u,,
dr parallell med en given vektor v och u, é&r ortogonal mot v. Alltsa blir u,, projektionen av u pa v
och u Zﬂ—ﬂ//.

Kryssprodukt: Kryssprodukten av tva vektorer u och v existerar endast om u och v har tre koordinater
(vektorer i R?). Kryssprodukten &r ortogonal (vinkelrit) mot bade u och v (samtidigt) och ges av

Uz V2
€1 u1 1 e
UXV=|€a U2 V2| = |— v o
_ usz U3
€3 Uz U3 up v
Uz V2
Regler
l.uxv=—-vxu
2. (Au) x v =1 x (Av) = A x 0)
3. (W+V)XW=UXW+T XD
4. Gx (D40 =0 XT+TXD
5. uxu=0
6. (xv)-a=(ax0)-0=0
7. |a x 0] = |u||v] sin e, déir v dr vinkeln mellan @ och .
8. Langden |u x v| kan tolkas som arean av det parallellogram som spénns upp av vektorerna @ och .
9. (u,v,u X v) &r ett positivt orienterat system.

4 Linjara Ekvationssystem

Ett linjdrt ekvationssystem
ane + aizy + aizz = by
a21% + a2y + a3z = b
as1e + azey + asszz = by

kan skrivas i matrisnotation som

- ai; a2 aig\ by x
Au=b dir A= |ao1 a2 as3|,b=[by]|] ochu= |y
a3y as ass b3 z

Koefficientmatris: Matrisen A ovan kallas for koefficientmatrisen for systemet av ekvationer.

Losningar: Ett ekvationssystem kan ha en, oéindligt manga, eller inga l6sningar.

1. En (entydig) 16sning @ = A~'b finns om och endast om A #r inverterbar. Detta héinder om och endast
om det A # 0

2. Om det A = 0 sa finns det inga losningar eller oéndligt manga. Los systemet (genom att introducera
parametrar) for att se vilket som #r fallet.



Homogent ekvationssystem: Ett homogent ekvationssystem #r ett ekvationssystem dir b = 0. Ett sadant
har alltid minst en 16sning — den triviala (z = 0) — men kan dven ha odndligt manga 16sningar.

Elementira radoperationer (Gausselimination): I ekvationssystemet ovan kan man sa klart multipli-
cera ekvationer med (nollskilda) konstanter, byta plats pa ekvationer, och ldgga ihop en ekvation med en
multipel av en annan ekvation. For att gora detta systematiskt anvéinds notationen

a1 a2 a13| by
as a2 a23| b2
az1  azz ass| bs

Malet &r att fa en “triangulédr” matris sd& man enkelt kan hitta 16sningarna:

c11 ¢z cisl dy €117 + c12y + c132 = dy,
0 Co2 (23 d2 eller C22Y + Co32 = dg,
0 0 cs3fds a3z = ds.

Bakatsubstitution: Ur det sista systemet ovan kan man forst se att z = d3/c33, och genom att séitta in
detta i ekvationen ovanfor kan vi 16sa ut y. Sist kan vi sen sa klart dven 16sa ut x. Denna process kallas
bakatsubstitution.

Berikning av invers: Vi kan berikna inversen (om den finns) till en matris A = (a;;) genom gausselimi-
nation. Vi sétter upp systemet
ain a2 3|l

azi asz2 ass

Matrisen C' = (¢;;) dr inversen A~! till matrisen A.

Underbestidmt system: Om det finns fler obekanta &n ekvationer (t ex tva ekvationer som innehallet tre
variabler z, y och z) sa finns det endera inga losningar (om ekvationerna motséiger varandra) eller odndligt
manga (s k parameterlosningar).

Parameterlésningar: Om systemet #ir underbestimt forsoker man att introducera parametrar (en for varje
saknad ekvation). Man kallar helt enkelt nagon av variablerna for en parameter, t ex z = ¢, dir ¢t € R,
och anvinder sedan detta for att losa ut resten av variablerna med t ex bakatsubstitution (l5sningarna
kommer oftast att innehalla parametern t). Om systemet fortfarande &r underbestdmt sa introducerar man
fler parametrar, t ex y = s, s € R, och forsoker 16sa hela systemet igen. Ett par exempel pa hur 16sningar
kan se ut:

T -1 0 -1 T —1 0
yl=12|+s|1|+t] 0], s,teR eller yl=12|+tl1], teR
z 3 1 1 z 3 1

4.1 Minsta kvadratmetoden

Overbestimt ekvationssystem: Om man har fler ekvationer éin obekanta ir det oftast s& att det inte finns
en exakt 16sning, men man kan hitta en 16sning som ”ligger néra” genom att anvinda minsta kvadratmetoden.
Exempelvis,

B air a2 " ~ by
Az =10 dir A= |as1 a9 ,{f:< 1) och b= |by

Xro b
az; as2 3



Minsta kvadratlésning: Minsta kvadratlosningen Z till systemet ovan &r den vektor som gor att "felet”
F=Az—b
blir sa litet som mojligt (d v s att langden |7| blir sa liten som méjligt). Observera foljande.

1. Losningen uppfyller att 7 dr ortogonal mot AZ (7 - AZ = 0). Kontrollera detta nir 16sning dr funnen.

.. . _ T .. _ . . .
2. For varje vektor T = [ml LL‘Q] sa dr AT en vektor i det plan genom origo som spinns upp av kolonnerna

a1 @12
Az =21 | a2 | + 22 | age
a3 a32

Minsta kvadratlésningen Z #r den vektor som gor att vektorn AZ i detta plan ligger sa nira b som
mojligt.

3. Med andra ord, AZ #r ortogonalprojektionen av b i detta plan.

Losningen hittas med hjilp av normalekvationerna.

=

5. I fallet da systemet faktiskt har en exakt 16sning sa #r denna lésning minsta kvadratlosningen ocksa,
och 7 = 0.

Normalekvationerna: Man finner minsta kvadratlosningen genom att 16sa normalekvationerna:
AT Az = ATb.

Detta ger ett kvadratiskt system med en symmetrisk koefficientmatris. Systemet har en entydig 16sning.
5 Basbyten

Basbytesmatris, transformationsmatris: Lat {e;,és,e3} och {fl,fg,fg} vara tva baser fér rummet.

= T = T = T . . .
Om f, = [xl Y1 zﬂ , fo = [1’2 Yo ZQ] och f3 = [:Ug Y3 23] ar koordinater 1 basen e kallar vi
matrisen Ty_,. for basbytesmatrisen (eller transformationsmatrisen) mellan dessa baser:

Ty T2 I3

Time= |y Y2 ¥
21 22 z3

Matrisen T'_,. byter bas ifran basen f till basen e. Om u = [a b C}T ar given i basen f, dvs
i=afi+bfs+cfs,
sa far vi motsvarande vektor @ i basen e genom att rékna ut matrisprodukten T _,u:

Ti_et = aey + Pes + yes,

o T, . — _ L .
sa U = [a I} 7] i basen e. Salunda, om . &r vektorn #’s representation i basen e och uy i basen f har
vi alltsa sambandet

Ue = Ty cly eller Up = To, fle.

Observera hir att T, ¢ = (Tf—.)"'; dven T = (T f) ™! giller s klart.
6 Determinanter

Determinant: Om A dr en 2 x 2 matris ges determinanten av

a11 a2

= a11G22 — 021012
az; a2

det(A) =




Tolkning: | det(A)]| dr arean av det parallellogram som spénns upp av vektorerna [an agl] T och [alg azg] T

Om A ar en 3 X 3 matris ges determinanten av

a1 Gi2 a3
det(A) = |Q21 Q22 Q23| = / Sarrus/
a3l a3z a33
= (11022033 + Q12023031 + A13021032

- (a13a22¢131 + aiiaz3azz + 012&21033)-

Tolkning: | det(A)| &r volymen av den parallellepiped som spanns upp av kolonnerna i A. Tecknet (plus eller
minus) pa det A avgor om kolonnerna (lédsta fran vinster till hoger) utgdr ett positivt eller negativt orienterat

system.
Regler:
1. Om tva kolonner (rader) i A &r lika sa &r det A = 0.
2. Om en kolonn (rad) i A bestar av nollor sa &r det A = 0.
3. Om alla element i en kolonn (rad) multipliceras med ett tal A sa multipliceras ocksé det A med A.
4. Man kan ldgga ihop rader med multipler av andra rader eller kolonner med multipler av andra kolonner
utan att dndra determinanten.
5. Byter man plats pa tva rader (eller kolonner) sa éindras bara tecknet pa determinanten.
6. det A #r en linjar funktion av varje kolonn (rad).
7. En matris A dr inverterbar om och endast om det A # 0, och det A~! = 1/ det A.
8. det AT = det A

Foljande pastaenden om matrisen A &r ekvivalenta:

7

IR i

A &r inverterbar.

det A # 0.

Kolonnerna i A &r linjért oberoende.

Raderna i A &r linjart oberoende.

Ekvationssystemet AZ = 0 har enbart den triviala 16sningen (Z = 0).
Ekvationssystemet AZ = b har en entydig 16sning for alla b.

Linjer & Plan

Linje: En linje kan skrivas pa (minst) tva sitt.

1.

Parameterform. Givet en punkt P pa linjen och en riktningsvektor © som pekar i linjens riktning:

x T =a+tvg
y| =P+1tv eller y=b+tvy ,teR,
z z=c+tvs

ddr P = (a,b,c) och v = [1}1 Vo vg]T.

"normalform”. Om man léser ut ¢ ur de tre ekvationerna ovan far man en dubbel likhet:

t_a:—a_y—b_ z—c
v vy vy

forutsatt att alla v; # 0,7 = 1,2, 3. Observera att det krévs tva ekvationer ("likheter”); dessa ekvationer

beskriver tillsammans skidrningen mellan tva plan. I planet (tva dimensioner) ger sambandet ovan den

vanliga y = kx 4+ m formen f6r linjen.

Plan: Liksom linjer kan ett plan i rummet beskrivas pa tva sétt.



1. Parameterform. Givet en punkt P i planet och tva icke-parallella vektorer @ och v parallella med planet
("ligger i planet”):

T T =a—+ su; + tvy
y| =P+ su+tv eller y =0+ sus + tvg
z z = c+ susg + tvg

dir P = (a,b,¢), u = [ul U9 U3]T och v = [vl Vg 7)3]T
2. Normalform. Om normalen n = [A B C’]T till planet &r given kan planet skrivas

Ax+ By+Cz =D,

dar D &r en konstant som bestimmer forskjutningen fran origo i normalens riktning (D = 0 ger ett plan
genom origo). For att bestimma D sétts en punkt i planet in i ekvationen ovan (dvs (z,y, z) = (a, b, ¢)).
Detta kan utnyttjas direkt:

. A T—a
'ﬁ([az Y z] ,p): g -ly—0b] =0.
z—c

Ifran denna likhet ser vi att planet bestar av de punkter (z,y, z) sa att vektorn mellan P och (z,y, 2)
dr ortogonal mot normalen till planet.

7.1 Hitta planets ekvation

Tre punkter: Om vi har tre punkter P;, P, och P35 och stker det plan som innehaller dessa skapar vi forst

tva vektorer parallella med planet, t ex PyP, = P, — P; och P,P; = P; — P;. Normalen nn = [A B C’]T
till planet fas genom kryssprodukten av dessa vektorer (férutsatt att de inte ligger pa samma linje).

Punkt och linje: Om vi vet en punkt i planet och en hel linje som ocksa ligger i planet, vilj bara tva
punkter P, och P3 pa linjen och gor som i forra exemplet.

Linje och linje: Om ett plan innehaller en linje och &r parallell med en annan, sa kan vi finna normalen

genom att ta kryssprodukten mellan linjernas respektive riktningsvektor (bada dessa maste sa klart vara
parallella med planet). En punkt kan man sedan vilja ifran den linje som ligger i planet.

7.2 Avstand

Punkt till punkt: Avstandet fran en punkt Py till en punkt P; ges av lingden av vektorn PyP;:

———
|PoP1| = |P1 — Pol.

Punkt till linje: Det (kortaste) avstandet fran en punkt till en linje kan berdknas enligt foljande. Lat
linjen L, pa parameterform ges av

T =a-+tv
Yy =b+ tug
z =c+tug

och P = (p07p17p2)'

1. Projektion: Vilj en punkt R pa linjen (fixera ¢, t ex ¢ = 0). Skapa vektorn RP =P-R. Projicera RP pa

— —_— =

riktningsvektorn for Ly, dvs pa v = [Ul Vg 1}3] T Kalla projektionen fér RP’. Klart dr att RP — RP’

Ar ortogonal mot linjen och att lingden av denna vektor ger det sokta avstandet. For att fa fram

punkten @ pa L; som ger detta avstand kan vi forst ga fran origo till R och sen fran R till @) ldngs
—

vektorn RP':
_— = =
0@ =OR+ RP'.

— —
Hir dr OQ och OR ortsvektorer (dvs mellan origo och @ respektive R).



2. Direkt metod: lat Q@ = (a + tvy,b + tvg, ¢ + tvs) vara en punkt pa Ly (¢ dr inte kind &n). Skapa
— —
vektorn PQ) mellan P och Q. Det kortaste avstandet fas da ¢ viljes sa att PQ) blir ortogonal mot
linjen L1, dvs precis da
. T
PQ'U:(Q—P)'[Ul V2 1}3] =0.
Den enda okénda variabeln é&r ¢, 16s ut denna. Detta ger punkten @ efter insdttning i linjens ekvation L.
—
Avstandet ges av lingden av vektorn PQ) med detta val pa t.

Punkt till plan: Avstandet fran en punkt P = (a, b, ¢) till planet IT givet pa normalform: Az+ By+Cz = D
kan beréknas via projektion pa normalen 1 = [A B C’]T. Vilj en punkt R i planet, skapa vektorn RP
mellan R och P och projicera denna pa normalen: RP'. Avstandet ges av ldngden av RP'. Om man vill
finna den punkt @ i planet som ger det kortaste avstandet kan man ga fran origo till R via ortsvektorn OR
och sedan ldngs vektorn RP — RP' (som ligger i planet) till punkten @. Dvs,

0Q = OR + RP — RP'.

Koordinaterna for O—Cj dr punkten @ i planet (kontrollera att @ uppfyller planet II's ekvation).

Linje till linje: Lat u = [ul Ug U3]T, U= [vl Vg U3]T,
r =aj+tuy r = ag + sv;
Lqi: Yy =by + tus och Loy: Yy = by + svg
z =c1+tug z = c9+ svs

1. Projektion: Vi stker en vektor som &r ortogonal mot bade Ly och L. En sadan ges av kryssprodukten
mellan linjernas riktningar: 7 = @ x v. Skapa en vektor (vilken som helst) mellan L; och Lo, t ex

w = [a1*a2 by — bo 01*02]T;

andra val pa ¢ och s gar naturligtvis lika bra (i fallet ovan tog vi s = ¢ = 0). Projicera @ pa f.
Lingden av projektionen @’ ger det sokta avstandet. Om linjerna ér parallella fungerar denna metod
inte (varfor?). Projicera istillet direkt w pa riktningsvektorn for nagon av linjerna. Avstandet fas fran
lingden |w — w’|.
2. Ekvationssystem: Lat P vara en godtycklig punkt pa L; och @ en godtycklig punkt pa L,. Vi skapar
—
vektorn PQ:
. as — a1 + sv; — tug
PQ: bg—b1+802—tu2
co — 1 + svg — tusg

Vi soker s och t sa att P—Q) blir ortogonal mot bade L; och Lo, dvs

}D—Q)‘[’U,l U U3]T =0
P—Cj-[vl V2 ’03]T =0

—
Loser vi detta ekvationssystem finner vi s och ¢ som gor att langden pa vektorn PQ) ger det kortaste
avstandet.

Linje till plan: Lat

r =aj +tu;
Lq: y  =by + tus och I: Az + By+ Cz=D.
z =c1+tug

Om linjen inte &r parallell med planet blir avstandet noll. Skdrningspunkten i detta fall — da linjen inte
dr parallell med planet — kan man hitta genom att sétta in linjens ekvation (pa parameterform) i planets
ekvation pa normalform:

A(a + tuy) + B(b + tug) + C(c + tug) = D,
och 16sa ut t.
Om linjen dr parallell med planet kan vi viilja godtycklig punkt P pa linjen, godtycklig punkt R i planet,
och projicera vektorn RP pa normalen i = [A B C’] . Langden av projektionen ger det stkta avstandet.
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8 Egenvektorer

Egenvirde, egenvektor: Om @ # 0 dr en vektor och A en matris sa att
Au = M\u

for nagot tal X sa kallas A for ett egenwvdirde till matrisen A och @ en egenvektor som hor till detta egenvérde.
Observera att om @ &r en egenvektor till A sa &r dven tu det (med samma egenvirde) for alla ¢ # 0.
Vektorn @ = 0 &r aldrig en egenvektor (vilket egenvérde skulle @ = 0 hora till?).

Sekularekvationen: Man kan hitta egenvirderna till A genom att undersoka nir (for vilka \) ekvatio-
nen (A — AE)a = 0 har oéindligt manga 16sningar, dvs precis da sekularekvationen &r uppfylld:

det(A — \E) =0.

Egenvektorer ér linjirt oberoende: Egenvektorer tillhérande olika egenvirden &r linjdrt oberoende.
Om A har n stycken olika egenviirden sa finns n stycken linjért oberoende egenvektorer.

8.1 Hitta egenvektorer

Om A\ dr ett egenviirde for matrisen A kan man hitta samtliga egenvektorer horande till detta egenvirde
genom att 19sa ekvationen Au = A, eller, alternativt formulerat, det homogena systemet (A — AE)u = 0.
Observera att det maste bli parameterlosningar (mojligen med flera parametrar) da matrisen A — A\E ej &r
inverterbar (varfor?).

Om A = 3B for nagon konstant § och matris B kan man forenkla kalkylerna genom att lata u = A/3:

det(A — AE) =det(3(B—uE)) =0 < det(B—uFE) =0,

sa losningarna p till ekvationen &r alltsa egenvérderna till B, och motsvarande egenvirden for matrisen A
fas genom att dela med (5. Observera ocksa att egenvektorerna kan beriknas med B och pu:

Bu=pu < Au= pBu=fuu= Az,

sa egenvektorerna for B tillhorande p &r precis samma som egenvektorerna for A tillhérande motsvarande .

Diagonalisering: Om man kan hitta en bas (ej nodvindigtvis en ON-bas) bestaende av egenvektorer sa
kallas matrisen diagonaliserbar:

A=TDT !,

déar T &r basbytesmatrisen vars kolonner bestar av egenvektorer till A i nagon ordning och D &r diagonal-
matrisen med egenvirden pa diagonalen (i samma ordning som i matrisen T').

Om A ar av typ n X n har n stycken olika reella egenvirden sa dr A alltid diagonaliserbar. Men dven om A
har dubbla (eller virre) egenvérden kan det finnas en bas av egenvektorer, men for att konstatera detta
krévs en mer noggrann analys (t ex genom att beréikna samtliga egenvektorer och direkt se om det gar att
konstruera en bas).

Potenser av diagonaliserbara matriser: Om A #r diagonaliserbar, A = TDT ™!, s& ar A® = TD"T~!
for alla icke-negativa heltal n.

ON-bas av egenvektorer: En ON-bas av egenvektorer ar ofta 6nskvird, och kan ibland konstrueras

1. Om det finns n (for en nxn matris) olika (inga dubbelrétter) reella egenvirden sa maste egenvektorerna
vara ortogonala "direkt” for att man skall kunna skapa en ON-bas. Basen skapas genom att man helt
enkelt viljer ut en egenvektor till varje egenvirde och normerar dessa (eller réittare sagt, véiljer ut en
egenvektor med ldngd ett).
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2. Om nagot egenvirde dr en dubbelrot (eller viirre..) maste man fa lika manga parametrar som multi-
pliciteten (hur manga ganger egenviirdet upprepas) for att ha en chans att skapa en ON-bas. T ex om
vi till en dubbelrot far egenvektorerna

0 -1
=s|1|+t| 2 |,
1 0

IS

sa sOker vi tva ortogonala vektorer i det plan som spénns upp. Detta kan man gora genom att forst
]T x[-1 2 O]T =[-2 -1 I]T) och sedan ta en av

vektorerna ovan, t ex u = [O 1 l]T7 och raknaut v =u xn = [2 -2 Q}T for att hitta en vektor
parallell med planet (d v s en egenvektor) som ocksa ér ortogonal mot @. De tva vektorerna @ och v #r
ortogonala egenvektorer med samma egenvirde. Om dessa normeras har vi tva téinkbara baselement.
Man far sedan kontrollera om dessa dr ortogonala mot egenvektorer tillhérande 6vriga egenvéirden.

rikna ut normalen till planet (7 = [0 1 1

9 Linjira avbildningar

Linjir avbildning: En linjir avbildning F &r en funktion som for varje vektor @ tilldelar en vektor F'(a)
pa ett linjart sitt:

F(au + b0) = aF(u) + bF(v),
dér a,b &r konstanter och @, &r vektorer. Definitionsméngder och virdeméngder dr nédvéndigtvis linjéara

vektorrum.

Avbildningsmatris: Till varje linjir avbildning F' hor en avbildningsmatris A sadan att
F(u) = Au (matrismultiplikation)

for alla vektorer @ (vektorer i F’s definitionsméngd, t ex, planet eller rummet). Observera att A beror pa i
vilken bas man véljer att beskriva vektorerna i. Man séger ibland att F' representeras av en avbildningsma-
tris A.

Konstruktion av avbildningsmatris: Kolonnerna i avbildningsmatrisen A for en linjér avbildning F' &r
helt enkelt vektorerna som ges av hur basvektorerna avbildas av F. Om

re=r(1) () e re-#((3)- (1)

sa far vi A (i basen e) genom att konstruera matrisen
_ (a1 b1
A= ( bQ) |
Basbyte for linjir avbildning: Om A, &r F’s avbildningsmatris i basen e och Ay i basen f sa giller

sambandet
Ac =Tr ATy (matrismultiplikation).

Om T = Ty_,. byter fran basen f till basen e blir sambanden fsljande:
Ae=TA;T™"  och  Ap=T'A.T.

Sammansatta avbildningar: Om F' har avbildningsmatrisen A och G har avbildningsmatrisen B sa far
avbildningen 4 — F(G(@)) avbildningsmatrisen AB och @ +— G(F(@)) matrisen BA.

Volymférindring: Om @, v, w dr vektorer och F' har avbildningsmatrisen A sa forandrar F' determinanter
pa foljande sétt:
|F(u) F(v) F(w)|=detAlu v wl.

Egenvirden och egenvektorer for linjira avbildningar: Om F(4) = Au och @ # 0, kallas A for ett
egenvdrde for F och 4 en egenvektor for F' (tillhorande egenvirdet A). Egenvirden och egenvektorer for F' &r
oberoende av i vilken bas F' representeras, och kan beriknas genom att studera nagon representation av F'
(d v s nagon avbildningsmatris).
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9.1 Egenskaper

Injektiv avbildning: Om F'(u) = 0 bara hénder da @ = 0 kallas F' {or injektiv (eller ett-till-ett). Detta
innebér att olika vektorer far olika bilder.

Surjektiv avbildning: Om det {or varje vektor @ finns en vektor @ sa att F(a) = o kallas F for surjektiv.
Bijektiv avbildning: Om F' dr bade injektiv och surjektiv kallas F' for bijektiv.

Ekvivalenta utsagor: Om F &r en linjar avbildning dr foljande pastaenden ekvivalenta.

1. F &r injektiv.
2. F' ar surjektiv.
3. F ar inverterbar.

Invers avbildning: Om F #r inverterbar och har avbildningsmatrisen A sa #r F'~! ocksa en linjar avbildning,
med avbildningsmatrisen A~1.

Isometrisk avbildning: Om en linjir avbildning F' har egenskapen att den bevarar skaldrprodukter:
Fa)-F(v)=u-v

for alla vektorer @ och o kallas den isometrisk. Speciellt innebér detta att F' bevarar langder: |F'(@)| = |a|. Om
avbildningsmatrisen A for F' ar given i en ON-bas sa dr F' isometrisk om och endast om A &r en ON-matris.
Vidare géller att en isometrisk avbildning i rummet maste vara en rotation eller en spegling eventuellt foljd
av en rotation.

Symmetrisk avbildning: Om F' i nagon ON-bas har en symmetrisk avbildningsmatris A (i sa fall dr
avbildningsmatrisen alltid symmetrisk i alla ON-baser) sa kallas F' fér symmetrisk, och foljande giller.

1. Alla egenvérden &r reella.

2. Egenvektorer till olika egenvérden ortogonala.

3. Matrisen A kan alltid diagonaliseras (spektralsatsen): det finns en ON-bas f bestaende av egenvektorer
till A, 1at Ty_.. vara basbytesmatrisen fran denna bas till den gamla. Matrisen T'_,. dr en ON-matris,
s& (Ty—e) ' = (Ty—e)T och

A= Ty D(Ty-)",

dér D &r en diagonalmatris med egenvéirderna (i "rétt” ordning i férhallande till Ty_,.).

9.2 Exempel pa speciella avbildningar

Projektion i ett plan: Om vi later { fi, fo, f3} vara en ON-bas i rummet dér f; dr parallell med norma-
len till planet och fo,f3 tva vektorer i planet sa kan avbildningsmatrisen Ay i denna bas skrivas som en
diagonalmatris:

A=

oS O O
O = O

0
0
1
Den forsta kolonnen betyder att f; avbildas pa nollvektorn och de andra tva att fo, f3 avbildas pa sig sjilva.
Om T #r basbytesmatrisen fran basen f till basen e far vi A, = TA;T 1.

Spegling i ett plan: P4 samma sétt som i projektionsexemplet far vi A, = TA;T~!, dér

1.0 0
A;=10 1 0
0 0 1

13



10 Differentialekvationer

Ett linjéart system av forsta ordningens differentialekvationer med konstanta koefficienter,

x'l (t) = auxl(t) + algl'g(t) + f1 (t)7
75(t) = anz1(t) + azwa(t) + fa(t),

kan skrivas i matrisnotation som

F(t) = Az(t) + f(t), dir A= (a“ “12> Cf) = (ﬁgg) och Z(t) = (i;gg) .

az1 a2

Koefficientmatris: Matrisen A ovan kallas for koefficientmatrisen for systemet (precis som for linjéira
ekvationssystem).

Homogent system: Om f = 0 kallas systemet for homogent.

Homogena- och partikulirlésningar: Om Z(t) &r alla homogena lésningar och Z,(t) dr en partikuldr-
losning, sa ges alla 16sningar till systemet av Z(t) = & () + Zp(¢).

Diagonalisering: Om koefficientmatrisen A tilliter en diagonalisering, A = TDT ™!, kan vi utféra by-
tet () = T~'z(t). Ekvationssystemet reduceras da till

Ty'(t) = ATyt) + f(t) &  §t) =T "ATH(t) + T~ f(t) = Dy(t) + T~ f(2).

Detta diagonaliserade system kan 16sas en ekvation i taget med vanliga tekniker fran envariabelanalysen. Sen
fas l6sningarna genom = = 1.

Formel for homogena losningar: Om A &r en n X n matris med n olika egenvirden Aq, As,..., A, och
tillhérande egenvektorer oy, ¥a, . .., U, s& ges losningarna till ekvationen Z'(t) = AZ(t) av

At Ant

Z(t) = cpvpe™t + Colae™?t - 4 e e,

dér ¢y, ca,. .., c, ar godtyckliga konstanter.

Begynnelsevillkor: Om begynnelsevillkor &r givet, t ex Z(0) = [a b]T, sa sitter vi in detta i ekvationen
efter att den allménna losningen (med konstanter och partikulirlésningar) dr fullstéindigt bestdmd.
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